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I. — Conditions d'^quilibre. 

Parmi les phenomenes doul Tetude fouinit des renseignements sur 
les modifications que les corps eprouvent par la dissolution, la vapori- 
sation d'un melange de substances volatiles occupe une place impor- 
tante. Cette vaporisation, cependant, n'a donne lieu jusqu'ici qu'a un 
petit nombre dc travaux theoriques. M. Moutier est le seul, a notre 
connaissance, qui ait tente d'appliquer les principcs de la Tbcrmody- 
namique a la vaporisation des melanges de substances volatiles. II a 
indique la relation qui existe entre la tension de la vapeur du melange, 
la chaleur degagee par le melange, la composition de la dissolution et 
la composition, malheureusement inconnue en general, de la vapeur 
emise (*). Mais M. Moutier a cru pouvoir deduire des proprietes des 
cycles non reversibles la proposition suivante (^) : La tension de la vapeur 



O) J. Moutier, Cours He P/tjsiqiie, I. II, p. 427. — Journal de I'Ecole Polj technique , 
UV-Cahicr, p. 143 ; 1884. 
(*) J. Moutier, Cours de Physique, t. II, p. 842. 
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XO p. DUHEM. 

emise par une dissolution est moindre que la tension de vapeur du liquide 
le plus Dolatila la meme temperature. 

Celte loi avail ele indiquee par quelques physiciens comme un re- 
sultal (le robservalion; mais elle est contredite par les recherclies de 
Regnault. 

(( En resume, dit Regnault (*), mes experiences conduisent aux 
niemes conclusions que celles de M. Magnus : 

« Lorsque deux substances volatiles sont dissoutes I' une par V autre, la 
vapeur complexe quelles emettent dans le vide possede, generalement, une 
tension moindre que celle qui appartient au liquide le plus vokuil seul a la 
im^me temperature. Mais, pourun grand nombre de ces melanges binaires 
et peut'Hre pour tous, il est possible de troui^er des proportions pour les- 
qiwUes le melange emettrait des vapeurs qui auraient une force elastique 
superieure a celle de la substance la plus volatile, quoique moindre que la 
somme des Jorces elastiques des deux liquides melanges. » 

Ce desaccord entre Texperience et la theorie nous engage a reprendre 
celle-ci, afin de constaler si ce desaccord est apparent ou reel. 

Considerons un melange forme de deux substances volatiles, A etB. 
Soient /Wa et /Wj, les poids de ces deux substances que renferme le me- 
lange. A une temperature determineeT, le melange emet des vapeurs 
dont la force elastique a une valeur P. Ces vapeurs sont des vapeurs 
mixtes; elles renferment un poids iX;^ de la vapeur du corps A et un 
poids [Xp de la vapeur du corps B. 

SoitM^'Me potentiel thermodynamique sous la pression constante P» 
a la temperature!, du melange liquide. LaquantiteT est une fonction 
homogene et du premier degre des variables m^, /n„, en sorte que, si 
Ton pose 

(0 1 — ^^ I'a^ h — J'Hj 

on aura 

Soit 6 le potentiel thermodynamique sous la pression constante P, a 



(>) Regnault, Mdmoircs de VAcadcmie des Sciences, t. XXVI, p. 729. 
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la temperature T, de la vapeur mixte. La quantile est une fonclion 
homogene et du premier degre des variables (jl^ et (jlb» en sorle que, si 
Ton pose 

on aura 

En vertu des egalites (2) et (4), le potentiel ihermodynamique du 
systeme tout entier aura pour valeur 

(5) <^z=z W -h e = //?A Fa 4- /«B Fu H- iXxGx -+- julb (mj. 

Supposons que le sysleme soit en cquilibre. Si on lui impose une mo- 
dification virtuelle quelconque qui n'altere ni sa temperature!, ni la 
pression P qu'il supporte, cctte modification ne fera pas varier le po- 
tentiel thermodynamique du systeme. 

Supposons que, par suite d*une vaporisation infmiment petite, [jLa 
croisse de rf(jL^ et (x^ de cf[i^^ nij^ decroitra de rfij.^ et /w„ de r/a„. Si la 
pression et la temperature demeurent constantes, en vertu de la signi- 
fication que lesquantiles F^, F„, Gvt Gb possedent d'apres les egalites 
(i) et (3), $ augmentera de 

r/a> ^ (Ga - Fa) ^^A + (r.B - Fb) ^|UL„. 

Si done Tequilibre est etabli, on aura 

(Ga - Fa) diix -h (Gb - V\)d^n ^- o. 

Mais les quantites rf(Xj^, r/(jiB sont arbilraires; cette egalite entraine done 
les deux suivantes 

(6) \^.'^^/' 

f ^B~- Gb. 

Fa et Fb dependent de la temperature T et de la pression P. Ce sont en 
outre des fonctions homogenes et du degre o de //z^ et do Wb- Si done 
on pose 

(7) .V-_-r. ---, 
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La quantite 6 est definie par Tegalitc 
(II) e=E(U-TS)+PV. 

Soient U^ et S^ I'energie interne et I'entropie de i*"^ de vapeur du 
corps A, sous la pression />^, a la temperature T. Soient de nieme U,. 
et S„ Tenergie interne et Tentropie de i^^ de vapeur du corps B, sous 
la pression /?„, a la temperature T. En vertu des proprietes des me- 
langes de gaz parfaits, on a (*) 

(i3) S — /I^^Sa 4-ftBSB. 

Enfin, soient ('a Ic volume de i*^^ de vapeur du corps A, sous la pres- 
sion Pj,, a la temperature T, et i'g '^ volume de i^^ de vapeur du corps B, 
sous la pression /?„, a la temperature!. Par definition, on a 

En vertu des egalites (lo), (12), (i3), (i4)» I'egalite (11) devient 

(,;5) B=:^A[E(UA-TSA)-h/?Ai'A] + PB[E(UB-TSB)-h/?BrB]. 

Soit ^1\(7?A» T) le potentiel thermodynamique, sous la pression con- 
stante/>A» a la temperature!, de i^^^de vapeur du corps A; soit^I>B(/>B>T) 
le potentiel thermodynamique, sous la pression constante p^^ a la tem- 
perature !, de i^^ du corps B. Par definition, on a 

i a>A(/?A,!) = E(UA-!SA)4-/>AiA, 
^ J <i>B(/^B/r)r..E(UB-!SB)-h//BiB. 

En vertu de ces egalites (16), T^galite (i5) pent s'ecrire 

(17) ® = FA<I»A(/>A,!)-+-f^B^Il(/^B,!). 

Supposons maintenant que, la pression P etant maintenue constante, 
ainsi que la temperature !, on fasse croitre [Xa de dij.^ et [x^ de d\i,^\ 
p^ croitra de dpj^ et />„ de dp^ ; augmentera de 

d% ^ ^xipxy !) ^fJ^A-H ^b(/>b, !) dix^ 

f^A^*A(/>A,!)C?PA-Hf/B;T;^^B(/>B,!)^/?B; 



(*) P. DUHEM, Le potentiel thermodynamique et ses applications, p. 45. 
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mais on a, en vertu des proprietes fondamentales du potentiel thermo- 
dynamique (*), 



4-*b(/'b,T)=.'b, 

en sorte que la quantite 



.9 ',.• 



peut s ecrire 

Fa <'a ^P\ -t- f^B ^B ^/?B, 

ou bien, en vertu de Tegalite (i4)» 

Mais, puisque P est suppose constant, i'egalite (lo) donne 

dp\ -h dpa -- o. 



On a done 



l^x -^ ^x{PA,T)dpj, -+- Fb ^ ^b(/?b, T) dpti-o 



OU bien 

rfe = a>A(/>A,T) rfHA+ ^b(/>B,T) d/|JL„. 

Si done la pression P et la temperature T sont regardees comine des 
constantes, on a 

('9) { .f. 

Ces egalites» comparees aux egalites (3), nous donnent 

I Ga((7,P,T)i=Oa(/^a,T), 
^^"^ 1 Gb((7,P,T) = 4^b(/^b,T). 

En vertu de ces egalites (ao), les conditions d'equilibre donnees par 



{^) Le potentiel thermodjrnamique et ses applications, ^galite (i3), p. 1 1 . 
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les egalites (9) deviennent 

I Fb(5,P,T) = <I>b(/>b,T). 

Pour disculer ces conditions d'equilibre, nous n^gligerons Tinfluence 
que les varialious de pression peuvent cxercer sur les proprieles des 
liquides, en sorle que nous regarderons F^ et Fb comme.des quantites 
independantes de la variable P. Les egalites (21) nous donneront alors 

ds dp\ ds 
ds dpB ^^ 

ou bien, en tenant compte des egalites (18), 

dFx dpx 

<^Fi, dp^ 

Mais, les principes relatifs aux dissolutions (*) nous apprennent que 
-y^ est positif et que -p est negatif. Nous avons done 

(33) 

dpB ^ 

"57 <^- 

Ainsi, aufuret a mesure que la proportion du corps A dans le melange 
Uquide va en croissant, la pression partielle quexerce la vapeur du corps A 
dans le melange gazeux va en croissant^ et la pression partielle quexerce 
la vapeur du corps B va en diminuant. 

II resulle de la que la pression partielle exercee dans le melange de 
vapeurs qui surmonte a une certaine temperature le melange de deux 
liquides par la vapeur d'un de ces liquides est toujours inferieure a la 



(*) Le potentiel thermodjrnaniique et ses applications, in^galit^s (34), p. 36. 
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tension de vapeur saturee de ce liquide pris, a la meme temperature, 
a Tetat de purete. Par consequent : 

La tension de la vapeur mixte qui surmonte un melange liquide a une 
certaine temperature est toujours inferieure a la somme des tensions de 
vapeur saturee que les deux liquides possedent a cette temperature, 

Tel est le theoreme auquel conduit Tapplicalion reguliere des prin- 
cipes de la Thermodynamique. II est parfaitement conforme aux resul- 
lals des recherches de Magnus et de Regnault. 



II. — Sur la loi trouv^e par Regnault pour les melanges d'^ther et d'eau. 

Regnault ayant mesure la tension de vapeur saturee d'un melange a 
volumes egaux d'elher et d'eau (*) trouva les resultats suivants : 

Forces ^lastiques 
« Temperatures. du melange. de I'eau pure. de Tdther pur. 

i5,56 362,95 i3,i6 36i,4 

20,40 440,32 I7j83 440,0 

26,73 562,79 26,09 563,6 

33,08 710,02 25,58 (?) 7Hi6 

27,99 589,33 28,08 590,0 

24,21 .X . 5io,o8 25, 3o 5io,o 

« On voit ici, ajoute Regnault, que le melange, bien loin de donner 
une vapeur qui ait pour tension la somme des forces elastiques indivi- 
duelles des substances isolees, presente a peu pres celle de Tether seul. 
II est certain neanmoins que la vapeur n'est pas formee par Tether 
seul, et que la vapeur d'eau s'y trouve melee. » 

On peut done dire que, lorsqu'on ajoule a de Tether une certaine 
quantite d'eau, la somme des tensions de la vapeur emise par Tether 
et de la vapeur emise par Teau qui lui est melangee demeure, tant que 
la quantite d'eau ajoutee ne surpasse pas une certaine limite, indepen- 
dante de la composition du melange et egale a la tension de vapeur 
de Tether pur. 



(*) Regnault, M^moires de I* Aciid^mie des Sciences , I. XXVI, p. 7*24. 
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Cette propriete etant admise comme un fait d'cxperience, voyons ce 
que la iheorie permet d'en deduire relalivement aux proprieles du 
melange liquide. 

Conservons les notations employees au paragraphe precedent, en 
attribuant I'indice A h Venn et Tindice B a Tether. Les conditions 
d'equilibre sont alors les egalites (21), que nous ecrirons 

Fa=Oa(Pa,T), 

De ces egalites, nous deduisons 



^)Fa 


d^j, 


dpK 


()mj^ 


dpx 


dm A ' 


OFa 


d^K 


dpA 


dmji 


OpA 


dniB * 


<?Fb 


()^B 


dpB 


dm^ 


(^Pb 


dnis' 


dFn 


d^u 


dpB 



dniB dpB OniB 

ou bien, en tenant compte des egalites (18), 



^ A -^; > 



dnix dm 



dm^ dniu 

dniA ^ dm A 

. dmB " dmB 

Designons par gt^ le poids moleeulaire de Teau, par ts^ le poids 
nioleculaire de Tether, par R une constante qui est la memo pour tous 
les gnz parfaits. Les lois de Mariotte etde Gay-Lussac nousdonneront 

RT 

(-) { ^^ 

P'^'^^-^b' 

Ann, de Vic. Norm. 3* Serie. Tome IV. — Jakvier 1887. 3 



I 8 p. DUHEM. 

Les egaliles (24) deviendronl alors 

dm J," RT dmx' 

dps __ rsf,px OFx 
dmji ~ RT dniB 

' opu __ CTn/^B oFb 
dffix RT dmx 

dPfi CTn/?B <^Fb 

Les resultals obtenus parBegnault s'exprimcDt par les deux egaliles 

(27) < 

En vertu des egaliles (26), les egaliles (27) peuvent s'ecrire 



(28) < 



f ^A/>A ^TT" -^ ^B/^B XT^ = O. 



Mais, d'aulre pari, comme F^^ el Fb sont les derivecs parlielles d'une 
fonclion homogene et du premier degre de /w^ et de /w^, on a 

^Fa dVix 

^ ^ ^Fa (?F„ 

La coinparaison des egaliles (28) et (29) donne immediatemenl 

^A P\ rfix 



(3o) 



^hPn ^^u 



Cetlc egalile peul se meltre sous une autre forme. 

Soienl a^ le poids de vapeur d'eau el (Xj, le poids de vapour d'elher 



1 



.' 4 

■^ 

i 
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que renferme le systeme. On a evidemment 

V 

V 

t'B 

ou bien, en verlu des egalites (aS), 

_ YuyjiPB 



L'egalile (3o) peut done s'ecrire 

Fa _ /y?A 

egt)iite qui peut s'enoncer de la maniere suivanle : 

Si les vapeurs emises par un melange liquide suwent la loi decouverte 
par Begnault, la composition de la vapeur mixta qui surmonte le melange 
liquide est identique a la composition de ce melange. 

Telle est Timportante proposition a laquelle conduit ra|)plication 
des principes de la Thermodynamique a la loi deeouverte par Regnault. 
L'observation de Regnault fournit d'ailleurs a elle seule un grand 
nombre de renseignemenls sur Telat des liquides melanges. Nous 
allons voir, en effet, qu'elle permet de determiner completoment les 

quantites -y- et -y^- 

Revenons a Tegalite (3o). On peut Tecrire 

logwA— logroB+ log/?A— log/?u=^ log//«A— log/Ml,. 
De la, on deduit 

(3i) \ A / 



I -, — log/?A i — log/?B — 
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Mais les egalites (^6) peuvent s'ecrire 

d , Wa ^Fa 

d , cib OFe 



(MiA^^^"~ UT dm A 
(? , Wb (?Fb 

Moyennant ces egalites, les egalites (3i) deviennenl 

d¥j, dl\ _ RT 

CJ» -T CJb -; — — — ' 

dFx SFb RT 

GTa 3 ^B 1 =^ • 

d/«B v/Wb fflB 

Ces egalites, jointes aux egalites (29) 

dFj, _ ^Fb ^ 

mA 3 h Wb 1 — = o, 

dnix ()mx 

dFy , (?Fb 

amfi a/WB 



donnent 



dFx mfiRT 



(32) 



()Fb ^ ()Fa ^ RT 

dnix dni^ ~~ Wa^b-H w^b^a 

dFn WaRT 



dz/Jfi W^bI^^^aCiTb-^ 'WbGJa) 



Par ces egalites (32), les quatre derivees partielles ^-^, -r-^i ^— ^> 

f}F 

y-^ se trouvent completement determinees lorsque Ton connait seule- 



B 



mentia temperature et la composition dii melange liquide. Dans cer- 
taines applications, il pent etre plus commode do fairc usage des 

derivees -j^ et -y^- Leur valeur se deduit aisement des formules pre- 
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cedentes. En effet, on a, d'apres Tegalile (7), 



S 5 



et, par consequent, 





OFx 


<)Fx 


dmx 


ds 


ds 




dntx 




dFu 


SFb 


dnix 


ds 


ds 



j_dF^ 






dnij 



Les egaliles (3a) nous donnent alors 

d¥x_^ _ RT 

/ <>^ B _ RT 

La seconde de ces deux egalites (33) s'integre aiseinent. Soil ^^ le 
potentiel thermodynamique sous pression constante dc i*'^ d'ether a la 
temperature T. La valeur de Fb pour 5 = o est evidemment Tg. On a 
done 

(34) FB-*-„=^log(^^±i^'' 

La premiere des deux egalites (33) ne pent s'integrer de meme, car 
on ne sait rien sur la valeur de F^ pour s = o. 

Nous ferons usage plus tard de ces egalites. Pour le moment, une 
autre propriele des melanges d'ether et d*eau va soiliciter notre at- 
tention. 

Lorsqu'on ajoule a de Tether des quantites d'eau croissanles, le 
melange ne demeure pas constamment homogene. A partir d'une ccr- 
taine dilution, le melange se partage en deux couches : une couche 
superieurc plus riche en ether, une couche inf6rieure rentermant plus 
d'eau. Lorsqu'on ajoute de Teau au systeme, la couche superieure 
diminue de volume, la couche inferieure devient plus considerable; 
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mais, comme Ta montrc M. Duclaux (*), la composition de chacune 
de ces deux couches demeure invariable; elle ne depend que de la 
temperature. Si Ton ajoute une quantite d'eau assez grande, la couche 
superieure finit par disparaitre. A partir de ce moment, le melange 
reste homogene lorsqu'on fait croltre sa richesse en eau. 

Ces phenomenes, decouverts par Texperience, sont conformes aux 
indications de la theorie ('). 

Gonservons les notations employees pour le melange liquide etudie 
dans ce qui precede, et appliquons-les a la couche superieure, a celle 
qui est surtout riche en ether. Supposons que la couche inferieure 
renferme de meme un poids m^ d'eau et un poidsm^ d'ether. Son po* 
tentiel thermodynamique sous la pression P a la temperature T aura 
pour valeur 

/ elant defini par Tegalite 

S — —J-' 

Les conditions d'equilibre entre les deux couches sont les suivantes : 

^ ^ I FB(5,P,T)=zFk(5',P,T). 

Lorsque la pression P et la temperature T sont donnees, ces deux ega- 
lites determinent completement les compositions s et s' des deux 
couches. 

Les deux couches ayant Tune la composition s, Tautre la composi- 
tion s\ qui assurent leur equilibre a la temperature T, emeltenl a 
cette temperature une vapeur mixte qui a, pour Tune comme pour 
Tautre, la meme tension P et la meme composition a. 

En efiet, la composition et la tension des vapeurs emises par la 
premiere couche sont determinees par les^galitcs (9) 

FA(5,P,T)=:GA(<r,P,T), 

FB(5,P,T) = G„(Gr,P,T). 




(*) Duclaux, Sur les ^quiUbres moldculaires dans les melanges liquides {Journal dc 
Physique pure et appUquSe, i^ 86rie, t. V, p. i3; 1876). 
(*) /> potent iel thermodjrnamique et ses applications, p. 129. 
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Mais, si Ton remarque que 

represente !a quantite de chaleur degagee par le sysleme, on verra sans 
peine que 

di_fdr d\y\ 

et par consequent que 

— — — El 

L'egalite (37) pent alors s'ecriro 
et Tegalite (38) devient 

i^S bis) l^dmB=-AdU-T^\, 

le symbole ^designant la variation que subit Texpression sur laquellc 
il porte lorsque le poids dm^ du liquide B passe du sein de M^ au sein 
du melange. 
Si Ton conserve les notations du paragraphe precedent, on a 

^ — Mb^b 4- Wa Fa 4- ntn Fb 

et Ton trouve bien aisement que 

.(,_.^) = [(p._t^.)-(^.-t1^)].... 

On a done 

(39) . X,=A[(^^„-T^»)-(Fe-T§)]. 

Si Ton observe que ^b ®st la valeur de Fb pour s = o, cette egalile 
pent encore s'ecrire 

(40) ,, = -Ajr'(f--T|^)*, 

j4nn, de rtc, Normalc, Z* Serie. Tome IV. — Janvier 1887. 4 
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mais, en verlu tie Tune des egalites (^22), on a 

d¥n dp a 

D'ailleurs les lois de MarioUe et cle Gay-Lussac donnent [ega- 
lites (25)1 ^ 

UT 

TSJb 

On a done 

"57 OsdT ~ cj„ L ^^' ^'f \ ^* /J ^« ^'^^T 

L'egalite (40) devient alors 

. _ ART* ro^^io^Pu, 

Celte expression s'integre immcdiatemcnt. Si nous designons par Pb 
la valeur de/?B P^ur 5 = 0, c'est-a-dire la tension de vapeur saturee du 
liquide B pris h I'etat de purele, nous avons 

De nieme, si i'oii designe [)nv\dm^ In quantitede chaleur degagee 
par raddilioD aii melange d'un poids (fm^ du liquide A, on a 

(•4.6«) ).,=.___ log (^(^ 

Ces formules (4i) el (4i bis) ont identiquement la meine forme que 
la formule donnee par M. Kirchhoff pour les solutions aqueuses d'un 
corps non volatil. 

Mais une reinarquc se presente a propos de relablisscment de ces 
equations. Prenons, par exeinple, requation(4J bis). Pour Telahlir, il 
faut faire croitre s de sa valeur actuelle jusqu'a Tinfini et supposer ^ 

qu'en nieme temps F^ et-rrj^ varicnt d'une maniere continue do leur i 

valeur actuelle jusqu'a Yj^ ^^TT* ^^'^ ^ certainement lieu si le me- > 
lange demeure liomogene tant que Ton ajoute du liquide A. Mais si, ' 
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au moment oil le liquide i\ une certaine composition a, le liquide se 
partage en deux couches, Tune de composition a, Tautre de composi- 
lion a', la deinonslration ne sera plus vSlable. Dans ce cas, comme 
Tune des egaliles (35) nous donne 

nous aurons l*identile 

Fa(.0 - ^rA = FA(.0 - FA(cr) + l\{cr') - U^; 
d'oij 

;^[Fa(.v)-Ta] 

- ,7f [I<.J.v) - I<.(<T)] + ^ [F.(^') - »I .] + 1^-^^ ^-j. - -^^ ^^ J. 

si nous posons 

quantile donl nous trouverons plus loin [egalite (/19)] la signiticalion, 
nous aurons 

>.A = A I [f^((7) -T ^ F;,((r)] - [Fa(*) - T ^ F;,(*)] 
+ A j [l'\-T^*l - [Fk(<x') - T^^ Fl(<r')] | - L, 

Soit^fj^ la tension partielle de la vapeur du liquide A emise par un 
melange ayant la constilulion du melange superieur et une composi- 
tion conslante a; soit de meme $1 la tension dc vapeur du liquide A 
emise par un melange ayant la constitution du melange inferieur et 
une composition conslante a'. On aura 
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Mais les deux couches emetlent a toute temperature des vapeurs ayant 
meme tension et meine composition. On a done 

et 



d 
d 



rr dT \d<j cfT dfj' ciTj ~ 



On en deduit 



, ART* d .fpA ^ ART« fdlo^ dcr d \o^<S\ dr,'\ 

Or on a 

RT / Jlog(t\ d7 __ ()logaA ^'\ _ d \\{fj) d^ _ dY'KW) d^ _ U 
gja \ d^ dT di' dT J dj dT di' dl ~ AT ' 

On a done finalement 

, ART* , /px\ 

> 

c'est-a-dire encore la formule de M. Kirchhoff. 

AppliquoDs les resultats que nous venons d'obtenir a Tetude des 
phenomenes thermiquGS qui accompagnent le melange de Teau et de 
Tether. 

Si nous adoptons pour F^ Texpression donnee par I'egalit^ (34), 
I'egalile (Sq) nous donnera de suite 

Done, lorsquon ajoute de I'elherd un melange d' ether et d'eau qui 
suit la hi de RegnauU, aucune quantite de chaleur nest degagee ni ab- 
sorbee. 

II faut en conclure, d'apres Tegaiile (40» ^"^ ''^" ^ 



±(pA-o 



II est facile de verifier que cette egalite est bien une consequence des 
cgalites etablies au § II. 






^ 







/i 
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En effet, lesegaliles (25) donnent 





/^A = 


RT 






/'B — 


RT 

- — • 




D'ailleurSy 


on a evidemment 








1 

<'A ' 








1 


~ V 




On a (lone 










Pb _ 


I 






Px-^Pb 


1 + '^'' 


Fa 



Wa ftp 

Mais, d'apres la loi de Regnault, la tension /^a + Z'b de la vapeur mixle 
estconslammentegale a la tension Psde la vapeur d*ether pur; d'aulre 
part, la eomposilion de la vapeur inixte est identique a ceile du melange 
liquide, en sorteque Ton a 

L'egalile precedente peutdonc s'ecrire 

/?b ^a 



1*B GJa4-51«Jb 

On voit done bien que le rapport ^ eslindependantdela temperature. 
On verrait de meme que Ton a 

//3x Pk __ ^^B 

Pb CTa-H5CJb 

Or Taddition au melange d'ether et d'eau d'une quantite d'eau drn^ 

degage une quantite de chaleur \dmj^,\y etant determine par Tega- 

lile(4a> 

, ART« d .fPx 



zs 
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Si Ton i'emplace/>A par sa valeiir deduite de regalilo (43). cetle for- 
mule dcvient 

uu, plus simplemcnt, 

(44) ^-=-^r5T'°HF: 

£a chaleur mise enjeu lorsquon ajoute une certaine qiiantite d^eau a 
un melange d' ether et d'eau qui suit la loi de Regnault est independante 
de la composition de ce melange, Onpeut la calculerau moyen des tensions 
de vapeur saturee de l' ether pur et de Veaupure, 

La tension de vapeur saturee de Tether est superieure a la tension 
de vapeur saturee de Teau a la nieme temperature. Le rapport de la 
premiere tension a la seconde decroit lorsque la temperature croit. La 
quantite X^ est done negative et, par consequent, Vaddition d'eau a 
un melange d' ether et d*eau absorbe de la chaleur. 

Tous les enonces que nous venons d'indiquer ne sont exacts que si 
le melange suit la loi de Regnault et si I'cau ou Tether ajoutes au me- 
lange y demeurent unis. lis cessent done d'etre exacts aussitot qu'une 
couche plus riche en eau a commence a se separer, Voyons quels sont 
les phenomenes qui se produisent a partir de ce moment. 

A la temperature T, la couche superieure, la plus riche en ether, a 

une composition 5=—) la couche inferieure une composition 



s' = 



ffi\ 



T' Ces compositions sont determinees par les egaliles (35) 



FA(^,P,T)r=F:,(5',P,T), 

Fb(5,I>,T)=Fb(^',P,T). 

Supposons que nous ajoulions au melange un poids d'elher dMj^. La 
premiere couche va augmenter, la seiconde va diminuer; mais leurs 
compositions demeureront constantes. La quantite d*eau que renferme 
la seconde couche diminue de dm^, la quantite d'ether qu'elle renferme 
diminue defifrw^. La quantite d'eau que renferme la premiere augmenle 
de dm^^. La quantite d'ether qu'elle renferme augmenle de dm^ -h rfM,j. 



4 

i 
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gagee a pour valeur 

-*.(*-T*), 

nous verrons sans peine que Ton a 

(47) La^a[(f,---f;)--t ^^''-^^":j;^^^ ]. 

Mais, en vertu de la premiere des egaliles (35), on a 

Fa-Fa = o, 

ce qui reduit Pegalite (47) a 

//Qv J AT ^^^A — Fa) • 

(4o) La=A1 -^ 

D'autre part, designons par (54- ^^) '» composition de la couche 

superieure a la temperature (T -h rfT) et par (^'-f- ^^) 'si compo- 
sition de la couche inferieure a la meme temperature. Les egaliles 

Fa(^,P,T)=F'a(^,P,T), 

FA(^-+-^^T,p,T4-6rr)=zFA(5'4-^efr,p,T4-rfr) 

nous donnent 

(JF^ds^ dF^_dFxds[ ^ 
ds dj'^ dT — ds' cfr "^ ^T 

ou bien 

c?(F;-Fa) _dl,ds^_dF\ds^ 
dT ~ ds dT ds' dT' 

La formule (48) devient alors 

,., T AT^^^A ds dl\ ds'\ 

De meme, le passage d'une quantite d'elher rf/7?B de la couche supe- 
rieure a la couche inferieure degage une quantite de chaleur Lb^^/w'b. ; 
telle que 

... I AT/^^>^« ^' dnds'\ 
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Supposons niaintenant que, dans la couche sup^rieure, nous versions 
une quantile ^!\I,{ d'ether. Le volume de chacune desrdeux couches est 
modifie. La couche inferieurecede a la couclie superieure un poids^m^ 
d'eau et un poids dm^ d'elher donnes par lesegalites (^5). Une quan- 
lile de chaleur ^b^Mb est degagee. Calculons 4^b. 

II est facile de voir que Ton a 

•Cb^Mb = ).b^Mb — La^'^'a— Lbc^/wb. 

Nous savons que Xb est egal a o. Les quantiles drrif, et dm^ sont don- 
neespar les egalites (4^)* la quantite L^ par Tegalite (49)> I^ quan- 
tite Lb par Tegalite (5o). Si Ton substitue ces valeurs dans Tegalile 
precedente, on trouve 






, dV\\ds_ 
ciT 



Mais Fa et V^ etant les derivees partielles par rapport a m]^ et mj, d'une 
fonction liomogene et du premier degre de ces variables, on a 






ce qui pent aussi s ecrire 

ce qui reduit Texpression de 4^0 '^ 

•^"- 5'-5 V ds "^ ds Jdj' 

Les quantites -^, -^ sont donuees par les egalites (33). Si nous 

les remplagons par leur valeur dans I'egalite precedente, nous trou- 

vons 

_ AUT'5 / s'\ ds 

ou, en simplitiant, 

ART- ds 

.4nn. de Vfx. Kormale, 3' Serie. Tome IV. — F^vrif.r 1887. ^ 



34 ^- nuiiEM. 

\\i\?^\ ^ pour poiwoir calculer la quantite de chaleur degagde par T addi- 
tion d^iin certain poids d^ether a un melange d* ether et d'eau oil la sipa- 
mtion des deux couches s'est produite^U suffit de savoir comment la com- 
position de la couche superieure varie avec la temperature. 

Siipposons que, dans la couche superieure, nous versions un poids 
<l*oau ^/M.^. La couche superieure va ceder a la couche inferieiire un 
poids d'eau dm\ et un poids d'ether dni^. L'operation degagera une 
(|uanti(e de chaleur ^^a^'^^a* H est facile de voir que Ton a 



(5a) 



4;^A^^r\=^A^^A-+- LaC^/Wa-I- Lb^'^'B- 



Los quanlitosr/w;^ el dm'^ sonl donnces par les egaliles (46); ia quan- 
tite La est donnee par I'egalite (49); la quantity L^ est donnee par 
rej^alile (5o). Moyennant ces egalites, on pent ecrire 

Mais nous avons vu que Ton avait 

d*autre part, - .- el ^* sonl donnes par les egalites (33). On a done 



La dmx -h Lb dm^ = 



(GTA-h5CTB)( 

ou, on simplitiant. 



ART' fs' \d^^., 

JCTb)(5'— 5)U Jifi 



VUT* ds _, 



^v^A — >*^k) dY 



Si Ton roporle collo expression dans regalile (Sa) el si Ton remplace 
en menie temps \^ par sa valeur liree de Tegalile (^45 )• on irouve 






L,-. VUT* 



I d< I i) , /Pb\1 

A\^^V ♦ A'^H^ «'•' ^A <^'r ^ \l*A J 



On fhiit doni\ i\mnai<sant Its tensions */<* raf^eur saturec de i ether fmr 
ft dtr tfiiu purr <i tiHUr lrmpcr\UutY et la composition de la couche su/ie- ^ 



'A 
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rieure aussi a toute temperature, calculer la chaleurdegagee par I' addition 
d'un certain poids d'eau a un melange d' ether et d'eau forme de deux 
couches. 

On voit, paries propositions enoncees dans ce qui precede, combien 
de renseignements la loi decouverte par Regnault fournit sur les me- 
langes d*elher et d'eau; on doit seulement regrelter que Tabsence de 
donnecs experinientales ne permette pas de confronter Tobservation 
avec la iheorie. 



IV. — Extension de la loi de Regnault aux ph^nomtoes de dissociation. 

1/etude de la dissociation presente des fails analogues a ceux qui ont 
ete observes par Regnault dans I'etude de la vaporisation des melanges 
d'elber et d*eau. Le premier fait de ce genre a ete signale par MM. Moi- 
tessier et Engel (') au cours de leurs travaux sur la dissociation de 
Pbydrale de cbloral. 

A 60"", rbydrate de cbloral se dissocie en eau el cbloral anbydre; il 
emet des vapeurs qui sunt un melange de ces deux corps. Lorsque 
rbydrate de cbloral liquide est exempt de tout melange, ces vapeurs 
ont une tension de i/|6""". A la memo temperature le cbloral anbydre 
a une tension de vapeur de 212""™. 

Cela pose, voici en quoi consisle I'observation de MM. Moitessier et 
Engel, telle qu'ils la rapportent eux-memes : 

(( Nous avons introduit, disent-ils, de la vapeur de cbloral anbydre 
a une tension superieurea la tension de dissociation de Tbydrate. Pour 
cela, nous avons opere a la temperature de 60", comme il a ete dit 
plus baut. Dans notre experience, la tension du cbloral anbydre etait 
de 2oo"»*". Dans ces conditions, Tbydrate de cbloral ne se decompose 
plus ni ne se volatilise. Le niveau du mercure ne change pas, quelle que 
soit la quantite dehydrate introduite. » 

MM. Moitessier el Engel ont indique quelques autres experiences de 
verification qu'ils ont interpretees comme la precedente, en admettant 



(*) Moitessier ot Excel, Sur les loisdc Ui dissociation (Comptes re/idus, t. LXXXVIII 
p. 861; 1879). 
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(|uc, dans la vapeurdu chloral aniiydre a une tension sutlisante, Tliy- 
drate dc chloral ne pouvail ni se vaporiser, ni se dissocier. 

M. Isamberl a retrouve des fails du meme genre dans Telude de la 
dissociation du cyanhydrate d'ainmoniaque (*) et les a examines avec 
le plus grand soin. Voici les resullats principaux de ces recherches : 

Le cyanhydrate d'ainmoniaque. place dans une enceinte vide, emet 
des vapours que Ton est conduit a envisager comme un melange d*acide 
cyanhydrique et de gaz ammoniac. Kn presence d'un exces de gaz 
ammoniac, la tension de ces vapours varie conformement aux lois qui 
ont ele decouverlcs par M. Naumann et par M Hortsmann, et dont les 
idees introduites en Thermodynamique par iM. Gibbs fournissent si 
aisement la demonstration. 

Lorsqu*on met du cyanhydrate d*ammoniaque en presence d'un exces 
d*acide cyanhydrique gazeux, la dissociation du sel pent faire prendre 
a la tension de ce dernier gaz une valeur assez grande pour que ce gaz 
se condense en partie. Le liquide ainsi forme pcut naturellement dis- 
soudredu gaz ammoniac et du cyanhydrate d*ammoniaque. Leschoses 
etant dans cet etat, on observe que la pression totale exercee par le 
melange d*acide cyanhydrique et de gaz ammoniac est independanle 
de la quantite plus ou moins grande d'acide cyanhydrique et de cyan- 
hydrate formes, pourvu qu'il y ait assez de maliere pour saturer I'es- 
pace; de plus, cette pression totale est, dans tons les cas, exactement 
egale a la tension de vapeur saturee de Tacide cyanhydrique pur. 

Voici, parexemple, quelques nombres cites par M. Isamberl : 

Tunsioiis 

jk'AzII'CAz lie lie Az du melan^ru 

Temperatures. soul. stMiI. Az Il*C Az -f- IIC Az. 

o mm mm mm 

7,4 170,7 3G5,7 365,7 

9»t2 190,0 |o8,5 iio,o 

9.4 204,9 391,7 394,7 

io,>. 9.1 1 \?.6,6 4*8,>. 

ii,4 235,5 ii3,>. U3,< 

1 5, 7 3oo,5 5>.5,5 5>.6,i 

( * ) Is.iyBKRT, Stir le hixulf hydrate et le cyanhydrate il'ammoniaque K Comptes rc/idtts, 
i. XCIV, p. 958; 1882). — Siir le cyanhydrate d'ammoniaqne { Innalex de Chimic ct dc 
Physique, 5« scrie, I. XXVUI, p. 332; i883^. 
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lange liquide, et posons 

(54) ^ — = Fa, -3— -=Jb, -^ — = Fc; 
nous durons 

W = nix Fa -+- /W|i Fb -H /Wc Fc- 

Supposons enfin que le systeme renferme un poids q de cyanhydrate 
d*ammoniaque solide, et designons par 6 le polentiel thermodyna- 
mique, sous ia pression constante P, a la temperature T, de i*'^ de 
cyanhydrate d'ammoniaque solide. Le polentiel thermodynamique du 
systeme, sous ia pression constanle P, a la temperature T, aura pour 
valeur 

(55) <^ = /WaFa + /Mb Fb -h nic Fc -+- f^A <l^x{px, T) -h pn <^b(/>b, T) H- qQ. 

On obtient les conditions d'equilibre en exprimant que toute modifica- 
tion virtuelle qui laisse constantes la temperature et la pression laisse 
aussi constante la quantite ^V. 

Si Ton choisit commc modification virtuelle la vaporisation d*une 
quantite infiniment petite d*acide cyanhydrique ou d'ammoniaque en 
dissolution, on obtient les conditions 

(do) • { 

I F„=:*a(/>B,T). 

Si Ton suppose qu'une quantite infiniment petite de cyanhydrate d*ani- 
moniaque dissous se Iransforme en acide cyanhydrique liquide et en 
gnz ammoniac dissous, on obtient, en designant par trr^ le poids mole- 
culairede I'acide cyanhydrique et par ©b le poids moleculaire de I'am- 
moniaque, la condition suivante : 

(5-) wx Fa -+- CJ„ Fb = (c^a-H 7]!Tb)Fc. 

Si Ton suppose qu'une quantite infiniment petite de cyanhydrate 
d'ammoniaque dissous se decompose en gaz ammoniac et acide cyan- 
hydrique gazeux, on trouve la condition 

(58) ^x ^xiPx, T) 4- T^u ^n(PB, T) = (^x + ts^n) Fc, 

condition qui est realisee si les conditions (56) el (67) le sonl. 

Si le systeme ne renferme pas de cyanhydrate d'ammoniaque solide. 
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on nepeut lui imposer aucune modification virtuelle distincte des pre- 
cedentes; on ne pent done obtenir d'autre condition d*equilibre que 
les precedentes. Mais, si le systeme renferme du cyanhydrate d'ammo- 
niaque solide, de nouvelles modifications virtuelles fourniront de nou- 
velles conditions d'equilibre. 

En supposant qu*un poids infiniment petit de cyanhydrate d'ammo- 
niaque se dissolve, on obtiendra la condition 

(59) e = Fc. 

En supposant qu'une quantite infiniment petite de cyanhydrate 
d*aminoniaque solide se decompose en acide cyanhydrique liquide et 
gaz ammoniac dissous, on obtiendra la condition 

(60) iiyAFA4-wiiFi>=(cyAH-cjB)0. 

Enfin, en supposant qu'une quantite infiniment petite de cyanhydrate 
d'ammoniaque solide se decompose en acide cyanhydrique gazeux et 
gaz ammoniac, on obtiendra la condition 

(61) WA*A(/>A,T)-hCTBOB(/>n,T)=:(CTA 4-^8)0. 

Les egalites (60) et (61) sont des consequences des egalites (56), (67) 
ct (59); celles-ci representent les seules conditions d'equilibre dis- 
linctes. 

Le poids total dlL^ d'acide cyanhydrique librc ou combine que ren- 
ferme le systeme est constant; il en est de meme du poids total ditg 
d'ammoniaque libre ou combinee. En exprimant ces conditions, nous 
completons le systeme des six relations 

Fa = Oa(/?a,T), 

^aFa -+- cjbFb = ( Wa -+- Wb) Fo, 

e = Fc, 



(62) 



Wa -+- Fa 4- -^^ ('Wc + ^) = ^l^A, 

TiJa 4- GJb 
CTa -H GJb 



par lesquelles sont determinees les valeurs que prennent, dans Tetat 
d'equilibre, les six inconnues/WA, /^*b» ^^c» (^a» P-b^ 7» 
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Lorsque le systeme ne reDfermc pas de cyanliYdrate d*ammoniaque 
solide, le nombre des inconnues se reduit a cinq, puisque ^ = o, et 
Ton a, pour les determiner, lescinq relations 



(63) 



Fa 


-*a(/^a. 


T), 






F., 


*b(/?b. 


T), 






bJa 


Fa •+- cJa F 


B— (^A 


-+- Wb)Fc, 


Wa 

• 


+ f^A^^ 


cta 


nic 


-^li^A, 


*^A -H ^u 


m n 


.+ FB4-- 


cjb 


nic 


= ^B. 


ff'h 


^X -+- ^B 



Cest dans ce dernier casque nousallons tout d'abord nous placer. 

Nous allons chercber comment varient/^^ elp^ lorsqu'on passe d*un 
systeme defini par certaines valeurs de on^ el Dti^ a un autre systeme 
defini par d'autres valeurs des memes quantites. 

Soil r^ le volume specifique de Tacide cyanbydrique gazeux sous la 
pression/^A a la temperature T; soit r,, le volume specifique du gaz am- 
moniac, sous la pression /^g, a la temperature T. Les deux premieres 
equations (63) nous donnent les relations 

dF\__^^ J^, ^ = v ^ 

dmx ^ dirts dnix ^ dnijj 

(64) {^^,, ^, ^Fb ^ ^. dp^ ^ 

dFx __. ^, dps ^ dFu __ ^, dpB 

Mais, en designant par R une constantc qui est la meme pour tons les 

gaz, on a 

/^-x UT • \\T 

(o3) /^a«'a=— -.' Pb^b= 

GJa Wb 

Les egaliles (64) peuvent done aussi s'ecrire 

> dpx __ ^A dV\ I dpn __ Wb OVu 



(66) 



Pk drrif, HT dm^ fn drris HT dnif, 

\_ dpx _ Wa d¥s \__ dpB _ ^ ^y^ 

^A ^''^b RT c^'^'b /^b ^'^'b R1' ^'^'b 

J_ !?!^ = ^ ^^ J_ ^^ — ^ <^Fb 

/>A c^'Wc RT (^mc Pb dnic RT (^//ic 



/f^ 
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Passons d'nn svsleme dans Icquel les paramelros otl-^, 0li« ont les va- 
lours DTLj^, cORu, ii un iiutre svsleme clans lequel ces parametres aient 
pourvaleur Olt^ 4- dOKy^, DKn-i- dOKj^. Danscenouveau sysleme, m^^, //?„, 
/??c ont des valours m^-hdrn^, /«,j-f- ^///?j,, 7?^^. -h dm^^, La pression /;^ 
devieul/?^^-!- r^^; '^ pression /;„ devienl/^,j-l- c^„. On a 

^ ()//?A C)'/'B (?//'C 

C////A </'^'K ^^/^'c 

ou bien, en vertu des egaliies (66), 

D^apres Tobservation de M. Isambert, ia pression lotale ne varie pas. 
On a done 

(68) dpf,-\-dp^=.o 

ou bien, d'aprcs les egaliies (67), 

\ HT \dmx dmy, Omc V 

(O9) < 

D'autre part, les quantiles F^, F^, Fc sont des fonetions homogenes el 
du degre o des variables m,^, m^^, m^^. On a done, en vertu du theoreme 
d'Euler sur les fonetions homogenes, les egaliies suivantes 

OYx dYx dYx 

dnix amn amc 

. , . ()Fb ^)Fb dV^ 

(70) { /TlA 3 4-/WB -5 h//?ci =0, 

^' ^ dmx dm ft am^ 

dVc dFc (?Fc 

mx -^ 1- mn -^ h mc ^5 — = o, 

omx omji omc 

ce qui, en vertu de la definition des fonetions F^, Fg, Fc, donnee par 
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les egaliles (54). peuts'ecrire 

()¥, d¥u OFc 

dmx onix Onix 

, V dVx ^I'li . ^t'': 

' ' ()///n ^^'^'b Wi» 

dYx <>Fn . r)Fr. 

^;/;/(: OT^c <^'''c 

Mulliplions les deux menibres deja premiere egalite(7i) par dnix. 
les deux niembres de la deuxieme parr/w,,, les deux menibres de la troi- 
sieme par dm^ et ajoulons membre a membrtj les resultats obtenus. 
Nous aurons 



\dmx 






'^'a 1 3-^ dmx -h '.—^ dm^ -+■ --- dnic 



dmx Omn dm^ 



(dV_ 
\dm 



— ^ dmx -^ <-^ dmji -+- -x — 
mx omji Omc 



4- mc I -^i — dmx -+- ^ — - dm^^ 4- ^j — - dm^ := o. 



Mais les quantites rrix -+- dnix, m^ -\- dm^, m^^ -h dm^ doivenl, comme les 
quantiles mx,m^,m^., verifier la troisieme egalile (63); on a done 



/ 0¥x , dFx , , ^ d¥x 

-r — dmn -+- -J— 
omu amc 






cta ( -7-^ dmx -^ -5—^ dmn -+- -j-^ dm 



c 



/ 9\ / / ^Fn , d¥n , d¥u , 



, . / d¥c , d¥c . d¥i: , \ 

(cta + cJiO -T—dmx-^-^dmj^^ -. — ^^c 



o. 



Si Ton lient complo de cetle egalite (7^), Tegalile (72) devij-nt 

/ / _ CTa \ / d¥x , d¥x . d¥x , \ 

(74) \ 

-h /Wb H //«c T — ^"^\ -^ -r-^ dmti -f- -r— ^ dmi, .— o. 



La comparaison de cetle egalile (74) a regalite(59) donne la relation 



(76) 



^xPx 


^A 

mx -\- mc 

_ cta -t" CTb 


^nPn 


/Jill -I— TM 




^A -H GJb 
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Remarquons mainlenanl que Ton a 

\ V 

< A < It 

egaliles qui, en vcrlu des egalitcs (65), peuvent s'ecrire 

_ V 

f^A — jT^ ^A P\ » 

_ V 
Fb — TTTjp CJb Ph 

et nous vcrrons sans peine que Tegalite (75) pent s'ecrire 



(7O) 







f^A 




/^B 


Ml .. _±_ _ FM , 




CTa4- Wb 



et s'enoncer tie la maniere suivante : 

Le rapport du poids d'qicide cyanhydrique au poids de gaz ammoniac 
dans le melange gazeux est egal au rapport qui existe entre le poids d\t' 
cide cyanhydrique, libre ou combine, que renferme le melange liquide, et 
le poids danvnoniaque, libre ou combinee, que renferme lenK^me melange. 

On retrouvc ainsi la ineme propriele que pour Ics melanges liquides 
exempts de reactions chimiques et soumis a la loi de Regnault. 

Nous avons suppose jusqu'ici que le poids du cyanliydrate d'ammo- 
niaque present dans le sysleme eiait assez faible pour pouvoir se dis- 
soudre en enlier dans Tacide cyanhydrique liquide. Si nous augmen- 
tons la quanlite de sel que renferme le sysleme, il arrivera un moment 
oil Tacide cyanhydrique liquide sera salure et oil le cyanhydrale d'am- 
moniaque se separera a Tetat solide. A partir de ce moment, I'elal 
d'equilibre du systeme sera determine par les equations (62). A une 
temperature donnee, la dissolution aura une composition invariable. 
Les pressions /?v« P^ auront alors des valeurs invariables si la tempe- 
rature ne change pas. Quelles seront ces valeurs? 

Entre ces valeurs, nous aurons une premiere relation donnee par 
I'experience deM. Isamberl; c'est la relation 

(77) /?aH-/?b = I', 
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Petant la tension de vapeur saturee de Tacide cyanhydriqiie seul. Mais, 
deplus, euivc pxCi /?b» nous pouvons ctablir unc autre relation qui doil 
avoir lieu lors meme que la precedente n'existerait pas. 

En efTet, parmi les equations (G2), nous trouvons les suivantes : 

I\ =:*,(,>„ T), 

^A Fa -H 'JTb Fi, = (cja -+- htb ) Fc, 
Fc = 0. 

Nous en deduisons aisement Tegalite 

(78) Wv*a(/?A, T) 4- GJ„ 4>„(/>B, T) 1= (Wv 4- Wr)0. 

Le cyanhydrate d'ammoniaque etant forme par une combinaison ii 
volumes egaux d'acide cyanhydrique et d'ammoniaque, il est aise dc- 
prouver(*) que la relation precedente (78) pent se mettre sous la 
tbrme 

(70) PxPli -~/0^)y 

/(T) etant une function de la temperature seule. 

II est aise de trouver la signification de cette fonction. Supposons 
que le cyanhydrate d'ammoniaque solide se disspcie dans le vide. Sa 
tension atleindra, a la temperature T, une certaine valeur 11. Les deux 

pressions^A ^^ Pn seront alors egales entre elles et egalcs a -• Nous 

aurons done 

II- 

-I 

Pour adopter les relations de M. Isambert, nous poserons 

Pu — ^r, 

l/egalite (79) deviendra alors 

(80) jc^f^jc)^^^ 



(•) P. DuiiEM, Le potentiel thcrmodjnamiquc et svs applications, p. 77 et suiv. 



46 p. DUHEM. 

ineme que pour le cyanbydrale (rammoniaque et Tacide cyanhy- 
drique. » 

Si I'on designe par ^^ ^^ tension partiellc de la vapeur de dielliyla- 
inine; par/?B la tension partielle de I'acide sulfhydrique; par5\(/>A,T) 
le potenliel de i^^ de vapeur de dielliylaniine, sous la pression p^^, a la 
temperature T; par ^\(pii,T) le potenliel de i^^ d'acide sulfhydrique, 
sous la pression /?Bf a la temperature T; par Ic potential de i**sde 
sulf hydrate de dielhylamine solide; par cr^ le poids moleculaire de la 
diethylamine; par gt^ le poids moleculaire de I'acide sulfhydiique; si 
Ton remarque enfin que le sulfhydrate de diethylamine est forme 
par I'uniond'une molecule d'acide sulfhydrique et de deux molecules 
de diethylamine, on aura la r.ondilion d'equilibre 

qui pent aussi s'ecrire 

/>i/?B=/(T). 

Le produit /?!/?!, elant constant a une temperature donnee, la tension 
(Pa-^Pb) du melange gazeux atteint, a une temperature donnee, sa 
valeur minima, lorsqu'on a 

Pa = 2/^B- 

C'est ce qui a precisement lieu lorsque le sulfhydrate se dissocie dans 
le vide. Done, dans quelque.s conditions qu'on place le sulfljydrate 
solide, le melange gazeux ne pent avoir une tension inferieure a celle 
qu'il possede dans le cas particulier oil le sulfhydrate se dissocie dans 
le vide. Cette conclusion etant en contradiction avec les resultals expc- 
rimenlaux obtenus par M. Isambcrt, il faut en conclure que Ics expe- 
riences presenlent quelque complication restee inapergue. Nous nous 
contentons de signaler Texistence de cette complication, sans chercher 
a en determiner la nature. 

V. — £tude thermique des ph^nom^nes precedents. 

Nous allons maintenanl etudier la chaleur degagee dans le melange 
de Tacide cyanhydrique avec Tammoniaque, comme nous avonsetudie 
la chaleur degagee par TefTel du melange de Tether avec I'eau. Nous 
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commencerons par laisser de cote celte parlicularile que presentc la 
lension dc vapour du melange d'etre egale a la tension de vapeur de 
I'acide cyanhydrique pur, afin d'obtenir des formulesentierement ge- 
nerales. Nous verrons ensuitc ce que deviennent ces formules dans le 
cas particulier qui est prcsente par le melange d'aride cyanhydrique 
el d'ammoniaque. 

Etudions tout d'abord le cas oil le poids de cyanliydrate d'ammo- 
niaque que renferme le systcme est asscz faible pour etre en entier 
dissous et commengons par repondre a la question suivante : Com- 
ment se modific la composition du liquide lorsqu'on y ajouteun poids 
infiniment petit de Tun des Irois corps : acidc cyanhydrique, ammo- 
niaque, cyanhydrale d'ammoniaque, qui enlrent dans sa composition? 

Ajoutons au systeme un poids rfM^ d'acide cyanhydrique; I'equilibre 
quiexistait au sein du melange liquide est rompu. Une dissociation 
infiniment petite so produit. Les poids //^^, m^^, m^ croissent de dm^^ 
(ln\^ dm^. D'ailleurs les poids m^ -f- dffij^^ niy^ -+- drn^, m^ -f- r//Wc doivent, 
comme les poids m^^, w^, m^^, verifier Tequation (57), 

^A Fa -h nil, F» — (hja H- ^\k) Fc = o. 

On doit done avoir 

rVailleurs les lois des combinaisons chimiques donnent 

cja ^b ^a -H ^b 

Si Ton pose, pourabreger, 

r ^^^^ ^r. ^^^'h /^ ^,,^^*^'0 

1 r ^Fa '^Fb , ^ '>Fc "I 

-(^a+^b)[«^a;^,^+^b^-(«Ta+Bb)^J, 
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on aura 

(8,',) \d„.,^-^L,^ +«,„_f!i_(^, + ^„)|f£],/M„ 



6///?r = 



Ajoulons (Je meme au melange liquide un poids rfM^ d'ammoniaque. 
Pour [roiwev drn,^, drriy^, dni^, nousaurons a faire usage de regalite(8i), 
et, au lieu des egaliles (82), des egalites 

dM^ — dnixx (hns finic 

(8,)) — — , 

ce (jui nous donnera 

A [ O/fin Of flu ff I II j 

Enfin ajoulons au melange liquide un poids r/iM(>^ de cyanhydrale d'am- 
moniaque. Nous aurons 

dffix dffiu dMc — dffic 
CTa ^b cta 4- CTb 

ce qui nous donnera 

. cta r ^^A O^n , V t)Fc 1 ,,, 

./,«, =. - ^ \^, — -^ ^„ — - - (^, + «,„) _ J rfMc, 

(88) I .//«„ = - ^ U:^ +.T,, fJL _(^, + ^„) fll Lmc, 

Ce premier probleme etanl resolu, abordons maintenanl celui-ci : 
Le liquide renlermant un poids /?2Ad'acide cyanhydrique, un poids m^ 
d'ammoniaque et un poids m^ de cyanhydrate d'ammoniaque, a la 
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temperature T, un poids dnic de cyanliydrate d'ammoniaque prend 
naissance dans ce liquide. Ce phenomene est accompagne du degage- 
ment d'une quantite de chaleur Ldm^. Quelle est la valeur de L? 

Si $ designe le potentiel thermodynamique du systeme, nous savons 
que Ton a 

d designant la variation que subit la quantite entre parentheses par 

TefTet de la modification que nous etudions. 

On a ici 

O = /WApA-f- /wbFb -h wcFc, 

ef, par consequent, 

d^ =z Fa dnix 4- Fb dms -f- Fc dnic, 
^xdT/^^'^y Irf^^^'^ -^dniji-^ -^dmA, 

D*ailleurs, la composition centesimale du liquide n'ayant pas varie, 
on a 

dmx^= — dmc9 

CJa-H CJb 

d,n„= ^2— rfmc. 

On a done, tout calcul fait, 



L=:- 



^A-+-^B 



(cta -h njB)Fc— Wa Fa— hjbFb — T (cjaH- ctb) -W — ^a -jy "~ ^^ "g^F 



Mais le liquide etant suppose tout d*abord en equilibre, on a, en vertu 
(le Tegalite (57), 

(^A 4- ^B ) Fc — cta Fa — cjb Fb = o. 

On a done 

Cette expression de L pent etre mise sous une autre forme qui, bien 
que moins simple en apparence, nous sera cependant plus utile. 
Soient m^, m^, m^ les poids d*acide cyanhydrique, d'ammoniaque, 
de cyanbydrate d'ammoniaque que renferme le liquide, a la tempera- 
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lure T, au moment oil Tequilibre est etabli» de telle sorte qu'aucune 
dissociation ni combinaison n*ait lieu dans I'interieur du liquide. Si 
Ton chauffe ce liquide a la lemperalure T4-rfT, il ne sera plus en 
equilibre. Une reaction iniiniment petite se produira et les poids m^, 

'^B^ '^c prendront les nouvelles valeurs '^'a -+- -^tt c^T, nij^-\"^dl^ 

/Wc4--^rfT. Ces nouvelles valeurs doivent, comme les premieres, 
verifier Tegalile (67) 

cja Fa -+- cjb Fb — ( Wa -f- Wb ) Fc =^ o. 

On a done 

^rr ^rr \^*'C ^ <^Fa (?Fn 

^ cta -t- ctb; -^j- — ^A -yjFT — ^B -ypT 

_ /j^ dnis_ ^Fa dm^ d¥\ dmc \ 
^\dm^ dr ■*"d/WB dT '^ dmc dT J 

_ / ^Fb cf/WA c?Fb <3^/y?B <^Fb c^/wc\ 
""^"V^^ dT '^d^'dT'^dJ^'dT) 



Mais on a 



dnif^ gia c^mc 

■^^""""wa + CTb "5T ' 

<fmB ctb t//;ic 



€fr GJa + ^B ^^ 

Si Ton remplace -^ el -^ par ces valeurs et si Ton se souvient de 

la definition de la quantite A, donnee par Tegalite (83), on voit sans 
peine que Tegalite precedente devient 

(90) (^A+nTB)^-TITA-^-^B-^=~^^^:^^^. 

Moyennanl celle egalile, Tegalite (89) devient 
(9.) L=-AT ^ ^/ -^. 

Voici un troisieme probleme dont nous allons mainlenant cliercher 
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la solution. Au seiri d'un liquide qui renferme des poids m^, m^, m^^ 
d'acide cyanhydrique, d'ammoniaque, de cyanhydrate d'ammoniaque, 
on laisse tomber un poids infiniment petit de Tun des corps compo- 
sants. Ce corps commence par s'y melanger; puis, la composition du 
liquide n*etant plus celle qui correspond a Tequilibre, une reaction 
elementaire se produit au sein du liquide. Cherchons la quantite de 
chaleur degagee par le phenomene du melange, avant que la reaction 
ait commence a se produire. 

Supposons en premier lieu que le poids ajoute au melange liquide 
soit un poids rfM^ d'acide cyanhydrique pur et liquide. Soit X^^^M^ la 
quantite de chaleur degagee. Envisageons un systeme renfermant 
d'une part un poids dR/^^d'acide cyanhydrique liquide a Tetatde purete, 
d'aulre part un melange renfermant un poids m^ d'acide cyanhydrique, 
un poids /n„ d'ammoniaque, un poids m^ de cyanhydrate d'ammo- 
niaque. Si Ton designc par T^ le potentiel thermodynamique de i*^« 
d'acide cyanhydrique pur, le potentiel du systeme sera 

^ — OTLa ^\ 4- niK Fa 4- Wb Fb 4- mc Fc 

et nous aurons 



XAt/Mx = -Ae/^<t-T^) 



d designant la variation que subit la quantite entre parentheses lorsque 
le poids ^Ma d'acide cyanhydrique passe du sein de OR/a au sein du me- 
lange liquide. Comme on a 

r/<l> = (FA-VA)^lA, 

on a evidemment 



(9^) 



>,^_A[(FA-^^A)-T^-ii^^^] 



Supposons que, m^ etant maintenu constant, on fasse varier m^ et 
/Wc- F^ serait une fonction de m^ et de m^. Pour m^ = o, m^^ = o, cette 
fonction se reduit a T;^. Cela pose, envisageons la fonction de /Wb, m^, 

(1.3) .f = (F,_.j-,)_T^iil^^>. 
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On a 



^ *■ H. rp 



ce qui peut s'ecrire, en vertu des egaliles (66), 

^ ^ RT d\o^pK __rp j^ /RT d\09;pK \ 
ou bien, en simplitiant, 



d^ ^/^I! dlo^ Pk 

dnic dfHc \ gja OT 



) 



Les deux functions ^ et yf^^SPA* ayantles memes derivees 

partielles par rapporl a ntj^ et m^, ne different que par une quantite 
independante de m^ et de m^;; or, pour /w„= o et m^^^= o, ^ s'annule, 

tandis que la seconde fonction devient ^ log Pa, PAelant la ten- 
sion de vapeur saturee de racicie cyanhydrique pur. On a done 

ou. en se rcportanl aux egalites (91) et (92), 

(94) '•*=-^r5T'"HrJ- 

De meme, le melange d'un poids r/M„ d'ammoniaque liquide (en sup- 
posant, ce qui ne serait pas realise dans le cas particulier que nous 
avons clioisi pour exemple, que Tamnioniaque liquide puisse exister 
sous des pressions voisines de celle qui s'exerce snr le systeme) dega- 
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gerait une quanlite de chaleur \dMB, \ etant donne par la formule 

Supposons enfin que nous melangions au liquide un poids dMc de 
cyanhydrate d'animoniaque. La quanlite de chaleur degagee, X^rfMc, 
sera donnee par Tegalite 

>.c=-A[(Fc-e)~T^(Fc-e)], 

6 designant, comme dans tout ce qui precede, le potentiel d'un kilo- 
gramme de cyanhydrate d*ammoniaque solide. 
Remarquons maintenant que nous avons 

(cta 4- Wb) Fc — ctaFa — gjbFb= o, 

egalite dont nous deduisons I'egalite (90) 

r^ _!-,, ^^^c ^ ^Fa „ dFu_ A dmc 

(^A-HtiTB)-^-CTA-5;j7-^B^— — p^ ^T ' 

Nous pouvons done ecrire 

^aFaH-ctbFb ^\ rr <^ /waFaH-WbFb cX\ *^TA dtHi 



^ ^^^r/^AFA4:^B|j.^e\ T^ 



(WA-l-TiTB)' dV 



Supposons que, dans la dissolution, on fasse varier //Ia» m^^ /n<, 
de maniere que Tegalite 

(waH- cib)Fc— Wa^^'a— c^bFb = o 

soil constamment satisfaite jusqu'au moment oil la dissolution sera 
saturee de cyanhydrate d'ammoniaque. A ce moment, /Wa, m^, m^> au- 
ront pris des valeurs Wa, Wg, m^. F^, Fb, Fc seront devenus Fa, F'b, F'^. 
D'apres les egalites (62), on doit avoir alors 

F'c=e, 
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et par consequent 

Supposons ensuite que nous chaufRons de la temperalure T a la 
temperature T H- rfT, en presence d'un exces de cyanhydrale d'ammo- 
niaque solide, la dissolution saturee de ce sel. Les poids /ti^, ni^^ ni^ 

subironl des accroissements--^rfT, -^^T, -^rfT, qu'il nenous est 

pas utile de calculer. Nous aurons 






Tj 



/()F'b ^//i'a ^ dh\ dm'u ^ dF'B dm'c _^ ^*^'b\_ . ^ „ x ^® 

Nous aurons done 

^ * /raiA^Vj^^BFil __ CTAFA-i-CTBFB X 

\ Wa -f- CTb CJa -H CJb / 

'x3x Fa -h ctb Fb ^a F'a 4- bjb F'b 






-AT 



-AT 



XSx 4- CJb 'SJa -+- ^B 

Wa /<^Fa dm\ dF\ dmn dF'x dm'c 



{dF\ 
\dm\ 



^\-^^B\dm'x dT dm'ji dT dm'c dT 

gtb /OV'u dm'x dV'n dm'^ dF's dm'c\ ATA dmc 



^A-^^B\dm'x dT dm'^ r/T dm'^ dT J (wa-hgjb)* dV 



Designons par/?! et/?B les valeurs que prennent/;^ et/>B lorsque /w^^, 
Wb, /Wj; prennent les valeurs m'^, /n'g, /Wp. Nous aurons evidemmenl, en 
verlu des egalites (66), 



GJAFA-t-GJBFft waF;4-bjbF'b UT 



^a -H ctb CTa -f- GJb ^a 4- Wb 



\PAPhJ 



et 



^^RT^log^;^ ()F^B ^RT ()log/>B ^ 

{^/Wa CJa (^/^'a ^^'^^'a ^b <^''*a 

dA ^RT ^log/7^ c)Fb ^ RT a log/>B 

()/Wb cja dm'^ dm'n cjb c^/^'b 



^Fa ^ RT d logpA ^B ^ RT d logp'u 

dm'c gta dm'c dm'c cib dm'c 



4 
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On a done, (out caleul fait, 

_ ART^ f dlogp'xdm'x dlo^px dm'^ dlogp'x dm'c d\o^p\ \ 
^^^js^\ dm\ dT "*" dm'n dH "^ dm]c t/T '^ dfV ) 

__ ART* / ()log/>B dm\ d log/>B dm'f^ d log/>B dmc c^logyPe X 
cy^^^g\^ dm), d-r "^ ()/ii'b dT "^ (?mo ^fT "^ (?T j 

_ ATA e/mc 
(waH-Wb)* cH^ ' 

D'apres ce que nous avons vu au paragraphe precedent [egaiites (79) 
etsuiv.], lorsqu*un melange d'ammoniaquc et d^acide cyanliydrique 
est chauflTe en presence d'un exces de cyanhydrate d'ammoniaque so- 
lide, de maniere que, pour chaque temperature, les conditions d'equi- 
libre soient realisees, on a constamment 

TI etant la tension du melange gazeux emis par le cyanhydrate d'am- 
moniaque solide jorsqu'on le chaufTe a la temperature T dans unc en- 
ceinte oil Ton a fait le vide au prealable. On a done 

d log/?A dm\ , d log/?A dm^ d log;>A c^/wc ^ d log/>A 



dnii, d\ ^ (^/wb ^r dm'^ dT dT 

d Iog/?i dm's, d log/ii dm'^ logpn dm'c d logjp's __ ^logR' 



dni\ dT ^ dni'u dT dm'c dT dT dT 



et, par consequent, 

ATA dm^ 



rnfiN > - ART' d .^^{PaPb\ 

(96) ^c-^;^qr^ 5T'^^V"nF;" 



(cja-Hcjb)' dT 



Les diverses questions preliminaires que nous venons de resoudre 
vont maintenant nous permettre d'aborder les problemesqui doivent 
faire Tobjet du present paragraphe. 

Supposons que Ton verse dans le liquide un poids dMj, d'acide cyan- 
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hydrique. L'equilibre est trouble^ une reaction infinimcnt petite a lieu 
dans le liquide. La composition de celui-ci, determinee avant Taddi- 
tlon de Tacide cyanhydrique par certaines valeurs dc /w^, /Wr* ^w^, cor- 
respond, apres la reaction, aux valeurs /w^ 4- rf/w^,mB-i- dm^.m^-^ dni^^ 
des memes variables. Une quantite de chaleur ^^d^lx est degagee. Pro- 
posons-nous de calculer 4^a« 

Pour cela, nous decomposerons la transformation en deux phases: 
I*' On ajoute au liquide un poids r/M^^ d'acide cyanhydrique qui s'y 
diffuse sans reaction chimique. La quantite de chaleur degagee dans 
cetle premiere phase a pour valeur 

2^ Au sein du liquide se produit une reaction chimique qui donne 
naissance a un poids cbrif^ de cyanhydrate d'ammoniaque. La quantite 
de chaleur degagee dans cette deuxieme phase a pour valeur 

L^mc. 
On a done 

\ est donne par Tegalite (94)* L par Tegalit^ (91), drric par la troi- 
sieme egalite (84). En vertu de ces diverses egalites, on a 

Mais on a 

[OFx <?Fb , . dFc. 1 dmc, 
. r ()Fa dnix OFx dni^ dFx ^/''c 1 

ou bien, en vertu des egalites (66), 

_ (gyA4-cyB)HT V d\o%px dmx d log/?A drn^ _^ d\o%p x ^^1 ^ 
cJa L ^^^k ^^ ^^B dT dniQ dJ J 
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Posons 



et nous aurons 

De meme, raddilion au melange d'un poids^Me d'ammoniaque li- 
quide degagerait unc quantitc de chaleur^^BC^MB, telle que 

Enfin dissolvons duns le melange liquide iin poids r/M^ de cyauhy- 
drale d'ammoniaque solide. Le melange liquide, qui renfermait aupa- 
ravant des poids m^, m^, w^ des corps composanls, rcnferme, apres 
cette operalion, des poids w^ 4- dm^^ mj^ -h dm^, m^^ -h dm^^ des memes 
corps. Une quantite de chaleur '^c^^^^c est degagee. II est aise de voir 
que Ton a 

Xc est donne par Tegalile (9C); L est donne par Tegalite (91)5 <*'^ 
verlu de la troisiemeegalile (88), on a 

ou bien, en vertu de la definilion de A, 






On a done 



^ AXK r AR'P d , //>a/>b\ ATA dm,,-\.,. 

Ann, de VKc, NormaU. 3« Serie. Tome IV. — F£vrier 1887. 8 
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(irate d' ammoniaque, et non sature de ce dernier corps, ne met en jeu 
aucune quantite de chaleur. 

L 'addition d'un certain poids d* ammoniaque supposee liquide mettrait 
en jeu une quantite de chaleur que Ton pourrait calculer d' apres les Tables 
des tensions de vapeur de V ammoniaque et de Vacide cyanhydrique, 

Iju dissolution d'un certain poids de cyanhydrate d' ammoniaque solide 
met en jeu une quantite de chaleur que Von peut calculer d'apres les Tables 
des tensions de vapeur de Vacide cyanhydrique et des tensions de disso- 
ciation du cyanhydrate d* ammoniaque solide. 



\ 
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LA SERIE DE TAYLOR, 

Par M. C. GUICHARD, 

MAITRE DE CONFERENCES A LA FACULTK DES SCIENCES DE RENNES. 



I. — Pr^liminaires. 

So\[/(z) une fonction holomorphe dans tout Ic plan; je designerai 
\)^r/„(z) la derivee d'ordre n de la fonction /(:?), par /.^(s) celle des 
integrales d'ordre n, qui s'annule n fois pour z = o. 

Si Ton a 



on aura 





Soit C une aire fermee quelconque; on aura a I'interieur de cette 
aire 

y mod— ^^^— 5''<M, 

^^ I . 2 . . ./> 



M etantun nombre positif convenablement choisi; il en resulte 

Mp'* 
mo(l/_;,(5)< J (p = modc) 

pour toutes les valeurs de :;, interieures a C. 
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-+-« 



11. - fitude de la s6rie n{z,:c)~S\/„(z)l{.„{.r), 



Si/ct R sont deux fonclions entieres, ia serie 



-*- « 



(') ^M = )1^-n{-V) 



— ■» 



represeiile une fonction holomorphe des variables x el z, pour toutes 
les valeurs de x et de :;. 

Kn efFet, plagons le point x a I'interieur d'une aire C. Ic point z a 
rinterieur d'une aire C, 

On aura, pour ces valeurs de x et z, 

IVI 0'* M r" 

mod f.,Az)<, : » modR_„(jr)< 

\ .1. . .11 \ .1. . ,n 

r TT-. mod.r. 

Cela pose, la serie (i) peut se decomposer en deux parties : 



00 



f?) 



^/„(=)U_„(.r), 



'■^) ^/-„{ = )l\,.{.r). 

1 

Les modules des tormes de ces series sont rcspectivement moindres 
que crux des lermes correspondanis des series 



00 



Mr 



(•2 ) > -— -mod/„(z). 





oe 






1 



qui soni convergentes et a termes positits. 
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III. — Propri^t^ de la fonction IT. 

On voit tout de suite que la fonclion II veritie Tequalion aux deri 

vees partielles 

f}n ^1 

().r '" dz 



II en resulte que 11 esl fonclion de ,v 



IV. — Calcul des coefficients de la fonction II. 



Nous poserons 



/(-)-V- 



A. 



- - r.P 







Ji^ I .2. . ./* 





oo 



c. 



jhtd I . fi . . ./> ^ 



Si, dans la serie (i), on fait 07 = 0, toutes les integrates de R('r) 
sont nulies; les derivees se reduisent aux coefficients B. On aura alors 

CO 



oil 





Cette relation permet de calciiler les coefficients C. Elle donne 
(\) Cy,— AoBp4- A,H;,_,-h. . .4- A;,Ho. 

Si Ton considere maintenant les series suivaiites : 

(5) /^zAo-i- A,r-hA2/--f-..., 

(()) R -: Ho hB,/-:-Bo^M-..., 

(7) llri^Co-hr.,/ -i-C/2-r..., 



()4 C. GlTICHARl). — GENERALISATION DE LA SERIE DE TAYLOR. 

les formules (4) monlrent que la serie (7) est le produit des 
series (5) et (6). II peut se faire, d'ailleurs, que ces series soient 
divergenles pour loutes les valeurs de t; mais cela importe peu; la 
serie IT s'obtient en appliquant la regie de la mulliplicalion des 
series a/et R. 

Cela pose, supposons la serie R eonvergente pour toutes les valeurs 
de /; supposons de plus qu'elle represente une fonction de t n'ayant 
pas de zeros. R sera de la forme e'^'^K 

Posons 

IV -_^ e-9in -_^ J]; H_ b; / 4. b, i' h- . . . 
et 

^ ^ ^ 1.2. . .p 



La serie/sera le produit des series 11 ct R'. On en conclut 



Ainsi une fonction entiere quelconque est developpable en series con- 
tenant les integrales successives de la fonction R'( r ). 

Si, en particulier, on suppose R(/r) = i, les series 11 et/sont iden- 
tiques; la serie (i) donne 





c'esl la serie de Ta\lor. 
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QUELQIES COMBINAISONS DU CERIUM, 



Par M. Paul DIDIER, 



ANCIEN ELEVE DE L ECOLE NORMALE SUPERIEURE, 
PROFESSEUR AGREGE DB PHYSIQUE AU LYCEE LOUIS-LE-GRAND. 



I. — Introduction. 

Le cerium, le didyme el le lanlhane se renronlrent, toujours tntime- 
ment assoeics, dans un certain nombre de mineraux et en parliculier 
dans la cerite, silicate complexe provenant des mines abandonnees de 
Baslniis, en Westmanland (Suede). C'est de ce mineral qu'on les cxtrait 
babituellement. RI. H. Gorceix (*) a recemment signale leur presence 
en proporlions tres notables, a Telat de pbospbales, dans les sables 
de Caravellns (Bresil). 

L'associalion de ces metaux est si inlime que Klaprotb, Berzelius et 
Hisinger qui, les premiers et a peu pres en meme temps (i8o3), trou- 
verent dans la cerite une terre ochroUique jusque-la confondue avec la 
chaux, la considererent comme I'oxyde d'un metal unique. Le nouvel 
element fut nomme cereWw/n ou cerium, pour rappeler la coincidence 
de sa decouverie avec celle de la planete Ceres, annoncee en 1801 par 
Piazzi. 

De i83c)a 1842, Mosander fut conduit, par une serie de palientes 
reclierches, a reconnaitrequc Foxyde de cerium etait un melange ('). 

(* ) Comptcs rendus dcs sdanccs dc I* Academic des Sciences, t. C, p. 356. 
(') PoggendorJlf's Annalen^ t. XLVI, p. 6^8; t.LVf, p. 5o3; Comptes rcndiis des sdanccs 
del' Academic des Sciences, t. VHI, p. 356. 

A/ifi. de VKc. Norinale. 3« Serie. Tome IV. — Mars 1887. \) 
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Le rapport des equivalents d*acide a ceux de base correspondant a 
ces nombres serait i,63; le rapport 5:3 calcule est i,66. J'ai cru 
devoir Tadopter a cause de Texistence d'un vanadate de baryte 
3BaO, 5V0' -higHOdecritparM. V. Hauer(*). Laformulede ce vana- 
date acide serait alors 3CeO, 5V0^+ 27HO. II pourrait sc faire que 
cetle fonnule dut etrc niodifiec; une erreur a ce sujet serait, je crois, 
assez pardonnable, d'autant plus que le vanadate 5: 3, auquel je rap- 
porte le mien, aurail ete decrit par Berzelius comme un bivanadate (^). 

X. — Chromate de cerium. 

1. J'ai fait de nombreux essais dons le but de preparer par la voie 
jiechc un chromate de cerium. Fusions du cblorure avec le chromate 
de potasse, du chromate precipite avec le sel marin, essai d'allaque 
de roxyde<*.erosoceriquc par Ic bichromate de potasse fondu, ne m'ont 
pas donne de bon resultat. II se forme toujours du sesquioxyde de 
chrome et Ires probablemcnt des oxydes mixles de chrome et de 
cerium en telle quanlite qu'il est impossible d'en isoler les quclques 
crislaux, mal definis d'ailleurs, qui s'y Irouvcnt melcs. Les limilcs de 
temperature entre lesquelles le protoxyde do cerium, corps si cminem- 
ment reducleur et Tacide chrou)ique, oxydanl energiquc au contraire, 
peuvent enlrer en combinaison, doivent etre extrcmement rappro- 
chees, si toulefois dies ne sont pas inferieures aux plus basses des 
temperatures que comporte Temploi des renctifscn fusion. 

J'ai pu seulemenl suivre de tres pres la destruction moleculaire in- 
time, en quelque sorte, de Tun de ces composes, prepare d'ailleurs par 
voie humide, comme je vais Tindiquer. 

2. J*ai repete avec le chromate et le bichromate d'ammoniaque les es- 
sais de precipitation que j'avais faits avec les vanadates sur les sels ce- 
reux, le cblorure en parliculier. Ce sel a I'avantage, en effet, de pou- 
voir s'employer en solution neulre, a tel degre dv concentration que 
Ton veut et a toute temperature, ce qui n'est pas possible avec le sulfate 
ou I'azotate. Les apparences generales de la reaction sont les mcMnes 



(*) Jahresbericht, p. 164 ; i860. 
*) Gmblin Kraut, Hatidhuch der Chemie, t. U, p. 270. 
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A UNE Equation diff^rentielle, 

Par M. F. GOMES TEIXEIRA, 

ANCIEN PR0FE8SBUR A l'uNIVERSITE DE COIMBRE, PR0FE8SEVR A l'eCOLE POLYTECIINIQI'E 

DE PORTO. 



Tn^ORtME ]. — La serie 

oil flo, a|, ^2, ... representent des Jractions reduites a leur plus simple 
expression^ ne peut pas Stre le developpement d' une Jonciion definie par 
une Equation algSbrique relati^^ement a x^ y, y\ . . . , y^ a coefficients 
entiers 

siles dinominateurs de a,!^.,, ^n^-a, • • • contiennent indefiniment des fax:- 
tears premiers superieurs respeciivement a/n-i,n-h2, .... 

En effet, on peut ecrire Tequation (2) sous la forme 

(3) ^Aa;V(/)"...(/^'0'*=o, 

et alors, si on la derive n fois au moyen de la formule de Leibnitz, on 
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trouve le resultat symboliquc 



qui, en posant a; == o, donne 

^A/i(/i-i)...(/i-a4-i)[j^(yr...(/'))'^]:^r=o. 

En appliquant une autre fois la Tormule de Leibnitz au produit 
on trouve le resultat symbolique 

oil enlrenl h termjes egaux a j, c termes egaux a v'» etc. 
Done 



in - a) iyf\rT'-yo^\yo^"'-iyir^^ ( v^^0^^'^>. 






o, 



oil la somme S se rapporte a toutes les solutions entieres et positives 
de I'equation 

et oil le nombre des quantites a, a', ... est b, oil le nonibre des quan- 
tites ^, P', ... est c, etc. 

En separant maintenant les termes de cette equation qui contiennent 
Vo'\ on trouve un resultat de la forme suivante 






.' .' 



( I ) \ 
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oil 

rD = (j3-M)(P'-M)...(>-f-l)(V-+-l)...(X-+-2)(V4-2)...(X-f-0(>'H-0.-.. 

De celte formule on lire le tlieoreme enonce. En effet, elle fail voir 
que j^ — rry = a„_^/ ne pout contenir en denominateur que les facteufs 
premiers qui entrcnt dans les denominateurs des fractions anterieures 
" .'^o •••; ceux qui entrent dans le numerateur de 



(/I -h « — l)I (/H- I— 2)! 

et ceux qui entrent en (/i -+- r) . . . (/i -+- i). 

Le theoreme enonce est done demontre si le coefficient ( -7-77^ 1 

n'est pas nul. 
Si Ton a 

on doit separer, dans Tequalion (4)» les termes qui conliennent 
Vn'^'"*\ et Ton trouve un resultat de la forme suivante 



»/' 



NaSo)^^^^-^ ^ — 

• -h(/i4-i)(/i4-2)...(/i-hi — oy/-^*' 

(I'oii Ton tire le theoreme, comme dans le cas precedent. 
Si 

on doit separer, dans I'equation (4)? les lermes qui contiennent 
^^/i+/ 2)^ et Ton demontre le theoreme si laderivee (5-77)) o'est pas 
nulle. 
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En continuant de la meme maniere, on arrive a une equation 
d'oii Ton peut tirer le theoreme enonce, parce que, Tequalion (2) ne 
pouvant donner un nombre infini de valeurs pour yj\ les deri- 

^^^^ [Tin) * (310') ' • • • ne peuvent pas elre indefiniment 
nulles. 
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des equations differentielles lineaires homogenes, a coefficients perio- 
<liques (*). 

I. Soil Tequalion lineaire 

(lont je representerai le premier el le second membre respectivement 
par P(r) el GT(.r). Les coefficienls /?,, p.^, ..., pj^ sonl supposes uni- 
formes, avec le seul point singulier essenliel a: = qo, el en outre pe- 
riodiques, deperiodew. Les coefficients cjo» cj,, ..., ceT;, seront aiissi des 
fonclions uniformes de x, sans autre singularite essentielle que I'infini, 
mais periodiques de scconde espece, de periode w et de meme multi- 
plicateur £. 

Parmi les equations difTerenlielles lineaires homogenes, a coefficients 
uniformes et periodiques, de periode co, qui admettenl le second 
membre va{x) comme integrale, je conslruis la plus simple, celle 
d'ordre minimum. 

Soil 

cette equation, qui est d'ordre /n- i. 
Considerons Tequalion composee 

Q[P(7)]==o, 
c'est-a-dire 

Elle est lineaire, homogene, d'ordre /w -h n -+- 1, et ses coefficients 
sont exaclement de meme nature que les coefficients/? et q. 

Nous supposerons que Tintegrale generate de R(j) = o est uni- 
forme, avec le seul point singulier esseniiel a? = ao, ce que Ton saura 
reconnaitre, d'apres les principes poses par M. Fuchs. II en sera alors 
de meme des integrales de V(y) = o et de P(j) = gt(^), car loule so- 
lution de chacune de ces equations satisfait a R(j) = o. 



(^ ) AnnnUs de V£cole Nornwle superieurCy 2' s6ric, t. XII. 
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(le celte solulion, une limite superieure qui, lout en dependant tou- 
jours uniquemenl de n et du premier membre P(j), sera en general 
plus pelite que n -{- \k. 

Si t* expression 

supposee de la forme <S(x), est une integrate de ['equation P(j) = xs{x), 
ses V derii^ees successivcs^ prises en considerant les coefficients ^ (x) comme 
des constantes, satisfont respectivement aux v equations que Von deduil 
successivement de la proposee en derivant de la m6me maniere son second 
membre ts(x). 

Employons, en effet, la caracteristique (^ pour represenler ces deri- 

dx dx* * dx* * Ox dx^ 

Puisque ¥(x) salisfail a V(y) = tss(x), Y(x -+- Aco), quel que soil le 
nombre entier k^ satisfera a 

r/esl-a-dire a 

•^ L I djc 1.3 dx* **' i.2.,.ndx'*] 

Or on a 

L I ox 1.2 OX^ I . 2 ... V OX^ I 

En identifianU il vient 

I \dxj 1.2 \dx^ J 1.2...V \dx^ J 

A'c) dm (Aw)* d^TD (A-o)'* d^^m 



z=:m -h 



I dx 1 . 2 dx* ' 1 . 2 ... /I (^^^ 



Comme cette identite a lieu pour une infinite de valeurs de ^co, on en 
conclut 

\dx J ox \dx^ J da 



dx^ 



. • • . 



Nous avons vu que le degre v de la solution F(.r) ne pent etre infe- 
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Considerons, parexemple, Tequation 



ci.r' 



a* v = cos(3j^, 



27: 
• 1 



pour laquelle onae = i, w = -^- Lesracines(le/(p) = osont dray— i; 



par suite, celles de A^ = o sont e ^ . 

Si done a n*est ni nul, ni un muUipie entier de p, Tequation admct 

une solution periodique, dc periodc -g-- Si a, n'etant pasnul, est un 

multiple k^ de p, comme alors \i! est Tunile, v sera egal a zero ou a i. 
Enfin, si a est nul, ^' est egal a 2, et v pent etre o ou 1 ou 2. Cest oe 
qui se verifie, puisque, dans le premier cas, on a 



dans le second. 



„, . cos;3x 



ou 



V{x) -: C, cosX j3^ -h C, sinA p.r -f- l^_^.at 

r sin 3 '* 
¥{x) — C, cos{3j:-i-C, sin{3.r -+- ' ?=^— » 

suivant que ^est diflerent de Tunite ou egal a Tunite; eteniin, dans le 
troisieme, 

ou 



.r* 



suivant que ^ est different de zero ou nul. 

Voici encore une remarque qui se rapporte au cas aetuel et qui est 
souvent utile. 

Lorsque ts(x)^ etant periodique, de periode o>, est decomposable en 
I parties separement periodiques, mais dont les periodes co<, co^, ..., co, 

soient toutes des sous-multiples de co, si aucun multiple de ^^^ "~ ' > 
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(le -^ — I., ..., de ^^^ n'estracinede/(p), requationP(j) = t«j(^) 

admet (oujours une integrale periodique, de periode co. 

Gonsiderons, en effet, requation obtenue en egalant P(y) a Tune 
des parties, de periode (Oy. Puisque f(p) n'a pour racine aucun multiple 

de ^""S celte equation possede une integrale periodique, de periode 

(i3y, qui admet aussi la periode co, vu que a>y en est un sous-mulliple. 
Toutes les equations pareilles obtenues en donnant a J les valours 
1 , 2, 3, . . . , { ont done une solution de periode co. Leur somme, qui est 
une integrale de P(j) = tar(a?), est par consequent dans le meme cas. 

8. Supposons enfin que, p^, p^, -**', Pm elant encore constants, le 
second membre soit de la forme 

les a et a designant des constantes determinees. 
On aura 

^^^ ' dx''^^ 1 dx'^ 1.2 dx'^-^ ^ / -^ ' 

P(y) et Q(j) etant tons les deux a coefficients constants, R(7) est aussi 
a coefticients constants, de sorte que Tintegrale generale de R(j') =o 
est d'elle-meme uniforme. 

On pent regarder les quantites ps, p^, -^-f Pm comme periodiques 
de periode arbitraire (o, et les coeiBcienls gTo, gt,, ..., ts^ comme 
periodiques, de seconde espece de la meme periode co, le multiplica- 
teur etant e*^\ 

L'equation 

et TequatioD analogue pour Q(7)f savoir 

ont respectivement pour racines les logarithmes, divises par co, desra- 
cines des equations fondamentales A^= o et A^= o. L'equation 

/(p)(p-«r^* = o 
Jnn, de l*£c. Normale, 3» S^ric. Tome IV. — Athil 1887. '6 
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la hi de la nature est la seuie qui puisse^ d chaque rwolution^ ramener le 
mobile dans les mimes positions. 

11. Supposons enfin que/(0) soil une fonclion rationnelle de sinO 
et de cosO. 
Une telle fonction se decompose loujours de la manieresuivante : 

^col a'^cot — - — 

/(9) = H(0)-+-Aocol— =^ 4- A, -^ h...-+-A,„ d^~ 

9 lJ 2 2 

4- Bo col ^4-B, -j^ h...H-Brt 



dB ^ • • • -« ^Qn 



^ ^ dcoi dP coi 

-^Ucoi—^ 4.L1 ^^ +...-+- Lp ^ — , 

H(6) representant une fonction emigre de sin 6 et de cosO, qui peui 
fitre regard6e comme la partie entiere de/(6), a, p, ... X, les A, les 
B, ..., les L etant des constantes. 
Considerons Tequation 

^ ^ ^col d'^coi 

(4) 3Z7-t-- = AoCOt— hA, -j^ h...-+- 



On reconnait aisement qu'elle est satisfaite en posant 

rfcot^-^^ • ^'-=coi^-=l^ 

_, ^— a 2 2 

Z —^0 col - ^^ h JIdi ^g h . . . 4- JId/m-j ciQ'^-^ 

-f- »*•,„.., a sin (^ — a) logsin 9cos(^— a) 

^X,„ [.cos(9-«)Iogsin^«-^esin(0-«)-H.], 
oil Xo, Xt, ... A>mSont des constantes determinees et oil Ton a 

•^/n-l = 2At/ — 2A4/_^.„ A>;i, =:2A4/-f.i — 2A4/-+.3 (/=:0, 1,2, 3, ...)• 

d*z 

En egalant^ +2 aux groupes pareils en ^, ... X, on a des equa- 
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Cauchy, dans sesAnciens Exercices (*), applique lecalcul des residus 
a TintegratioD des Equations differentielles Uneaires a coefficients con- 
stants. Nous nous proposons, en partant de Tidee meme de Cauchy, 
d'exprimer par une simple quadrature Vintegrale genirale d'une equa- 
tion lindaire a coefficients constants . Ce resultat etant d'abord obtenu a 
Taide d*une integration efiectuee le long d*un contour convenablement 
choisiy nous le deduirons ensuite des methodes ordinaires enseignees 
dans tons les cours. 

I. 

Considerons d'abord I'equation homogene 

dans laquelle P|, Pa* • • •• Pm designent des constantes. 
Si Ton pose . 



(2) 9(5)=;5'«-hPl5'»->-f-...-f-P 



in 



(*) OEuvres de Cauchj, a* 86rie, t. VI, p. aSa. 
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et que n(z) represenle uq polynome quelconque, Vintegrale 

/?me le long d'une courbe fermee S quelconque, sera une integrale de I'e- 
qwuion (i). 
En cffeU de T^quation (3), on deduit 

dy __ r ze^-U{z) ^ d'"y __ C z"' e^^Xi^z) ^ 

el, portanl cesvaleurs dans le premier membre de Tequation (i), on 
obtient 

Ce'''\{{z)dz, 

qui est ideDliquemenl nulle. 

L'iotegrale y acquierl des valeurs differenles suivant que la courbe S 
comprend dans son inlerieurun nombre plusou moins grand de points 
racines de(p(s). D'un autre cole, les coefficienls tirbitraires de 11(5) 
ne disparaissent pas du resultatqui, suivanl leur nombre, presentera 
une plus ou moins grande generalile. Le nom1)re de ceux qui subsistent 
ne peut d'ailleurs surpasser m. En eflel, si 11(3) est d'un ordre supe- 
ricur a/w — i, on pourra poser 

n,(5) et 112(5) etant enliers, le degre de ce dernier polynome elant 
au plusegal am — i. Or ce dernier polynome importe seul, puisqu'on 
a idenliquement 

f e''-\\^{z)dz — o. 

En supposant que 11(5) soil d' ordre m— \ et que la courbe S enveloppe 
tous les points racines de 9(:J), on aura r integrale generale de l' equa- 
tion (1). 

Nous allons monlrer, en eiret, qu'on peut lirer de (3) la formule 
connue de Tintegrale generale de I'equalion (i). 



et 
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Soit, pour cela, 

Eif] ^ r ^t _^ A, ^ ^ A« 1 



r B. Bg 1 



le nombre des coefficients A,, A^, .... A^, B,, ... etantegal a m, on 
pent les prendre arbitrairement, ce qui detern)ine alors les m coeffi- 
cients entrant dans ^{z). 
En posant 

d'oii 

QX{z,-^h) -- ^.. / , .^ h . . . H h . . . I , 

\ I 1 .2. . .a / 

9(5, 4- A) ~ A "^A* "^ '"^ A« "^ 

B ne renfermant que des puissances positives de A, on trouve que le 
coefficient de j> dans le developpemenl de — r^ suivant les puis- 
sances de It, est egal a 

e*-« A, -h A, - -h A3 — -H . . . -h Aa ^^-? r • 

L I 1.2 1 .2. . .(a — i)J 



Designons alors simplenrient par A/t la constante arbitraire airi ._ . > 



A,_ 
) 

et, operant avec z^, 53, ... comme on Ta fail avec z^, on obtiendra, 
pour la formule (3) developpee, Texpression 



y'=:e*-.(A, -hA,J?-h. . .4- Aa^°*"*)4-e^-«(Bi-hB,J?-l-. . .-+-BpJ7M) -h. . ., 

ce qui est la formule connue deTintegrale generale de Tequation ho- 
mogene (i). 
Soit maintenant ['equation complete 

Pour rintegrer, nous conserverons la forme (3) de Tintegrale generale 
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de r^quation homogeoe; mais noussupposerons que le polyn6me II(x) 
y soil remplace par une fonction ^(z,x) telle que Tequation (5) soil 
satisfaite par la nouvelle valeur de y. L'equation de condition qu'on 
obtiendrait pour '^ renfermerait les d^rivees partielles de ^(z,x), par 
rapport a x, jusqu'^ I'ordre m, et, en general, ne pourrait elre inte- 
gree; mais on pent profiler de rindetermination de la fonction ^ pour 
lui imposer des conditions propres a simplifier cette equation. Dans ce 
but, nous delerminerons ^ de telle sorle que les formes des m — i pre- 
mieres deriv^es de y ne soient pas modifiees par la substitution de 
4'(«, oo) k n(z). 
Ainsi Ton devra avoir 



(6) 



dfn-iy 






dx"^"' ./g (p 



. 9Cs) " v. dx 9(s) "' 



dx"" '~J (^(z) ' J dx <p( 



avec les equations de condition qui suivent : 



(;) Ws ^^ 9 



rd^iz^x) ze'- , 
± dx <d{z) 



Si Ton exprime alors que Tequation (5) est satisfaite par les valeurs (6), 
on obtient, comme derniere condition, 
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Pour satisfaire aux equations (7)9 il suffit de poser 



da: 



e*-r=0(j?), 



etant une fonetion arbitraire, et de supposer que la courbe S s'etende 
a rinfini ; car alors, pour A < m — i , on a 



'8 

et Tequation (8)' devient 






X»w^ =/<-)• 



On en tire 



d'oii 






^i^) = ji^.^vc.). 



et, par suite, 



de sorte qu*on aura 

(9) J=/ 7-T-«^H I /(")^"/ 7— T" 



et ce sera Tintegrale generale de (5) si Ton suppose qu'on prenne, 
pour la fonetion arbitraire 11(5), un polynome d'ordre /n — 1, la 
courbe Ss'etendant d'ailleurs aTinfini. 

Developpons maintcnant cette formule. 

L.a premiere partie de J est, comme on Ta vu, Tintegrale generale 
de Tequation (5) privee de son second membre, et si 

9(5) — {Z — 5i)«(5 — 5,)P. . . (- — -„)\ 

elle pourra se mettre sous la forme Qa^^- -H Qp^^»-i-. . ., ou iQa^^'s 
Qa» Qpf ••• designant des polyndmes arbitraires donl les ordres sont 
successivement a — f , ^ — I, .... 
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ConsideroDS maintenant la seconde partie de y, ei effeetuons Tinte- 
gration le long de la courbe S. Pour calculer le residu relatif a la ra- 
cine s, de 9(3), on aura 

^,(ar-«)(z.-^/i)^g(x-«)z,r ^^LZLUh-h . ..4- (•^'^">""\ h^-t^,, 1 , 

L I 1 .2. . .(« — i) J 

' _ ^1 , ^« , . ^ _uR 

B ne renfermant que des puissances positives de A; el, pour le coeffi- 
cient de T dans le produit de ces deux developpements, on trouvera 

L I 1 .2. . .(a— i)J 

d'oil 

Js ?(^) "^ L « i.2...(a— i)J 

Par consequent, dans tous les cas, Tintegrale generate de Tequation 
differentielle(5) sera donnee par la formule 

••0 

la somme ^ s*etendant aux diverses racines z^ de Tequation <f(s) = o, 
a etanl Tordre de mulliplici'te de la racine z^. Les coefTicients a^, 

a^, ..., «« sonl, dans la decomposition de -7— r en fractions simples, 

les numerateurs des fractions repondant a la racine 2, de 9(3); entin 
Qa est un polynome arbitraired*ordre a — 1 



II. 

Lorsque I'equation 9(2) = o n'admet que des racines simples, lere- 
sultat fourni par la formule (10) coincide avec celui qu'on obtient 
alors a Taide des methodes classiques de Caucby et de Lagrange. Dans 
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ee cas, 2, est racioe simple; d'ou 

I 



«! = 



el Ton a 



.=2[c.-*r^^^,^'H. 



Nous nous proposons actuellement de tirerde ces memes methodes 
la demonstration de la tbrmule (10) dans toute sa generalite. 

Les deux methodes en question ne different que par le point de de- 
part; les ealeuls auxqucls elles conduisent sont au fond identiques. 
Pour fixer les idees, nous choisirons, par exemple, la methode de La- 
grange; et, pour eviter des longueurs inutiles, nous supposerons que 
Tequation o(z) = o admette la racine :?, avee un ordrede multiplicite 
a, toutes les autres racines 2a-k.n • •> ^m elant simples. 

En posant 

rintegrale generale de Tequation privee de second membre s'ecrira 

En supposant que C,, Cj, ..., C„, rcstent constants, les derivees suc- 
cessives dey seront de la forme 

■^ (!' ) ^?~'^'^''-+- • • • "^ ^«-^» ^*-^' ^'•^' H- • • • H- -m ^m <^"-, 

et il y aura lieu de dislinguer le cas ou Ton a A < a de celui oil Ton a 
htoL. Pour plus de simplicite, nous posons 






I .2 ... I 



et nous represenlerons pari,, \\ ce quedeviennent ^ et $' quand on y 
remplacc C,, Cj, ...» €« par leurs derivees CpC',,..., C^. Alors les 
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valeurs de C\, C',, .... C',„ sont fournies par les equations lineaires sui 
vantes : 



51^^« 




-H Cfli4.i e^*'« <-t 4- . . . o, 


-^l^lc^^.-h^'jc*^. 




•+- ^a-HiCflt^-ie***^* 4- o, 


zu,e-'. -^ (j^y,^ 


;e**«-hr,^^^ 


-^ «a-f-i Ca^.|e^^*+« 4- . . . O, 






(«->■«" 



^r*5i^"«-*-('^^ ')-r'5'i^=«-+-('^2 ')-r'ri^'*4-... 

( a Z ' )^7"*«^' ^'* ^ -«-^«' C«^» ^''•"' -^ • • =^ 
Si dans ces equations on pose 

« 

les valeurs de a?«,^2» '••»^m> definies par les equations (11) transfor- 
mees, pourront se deduire aussi de la decomposition de -j^ en frac- 
tions simples (voir la Note II). 
Si Ton pose 

-t- > 



on aura en general, quel que soit h, 
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ce qui donne 



(12) 



(i3) 



4i =«i/(^)^-^'s 

• • • • • > 

» 



Pour une racine simple 5^^, on a simplement a>i= ,. . ; par suite les 
egalites (i3) donnent, en general, 






YaH.)t designanl une eonstante arbitraire. 

Quant aux equations (12), il faut encore les resoudre pour obtenir 
les valeurs de C^ C',, ..., €'«. 

Si nous developpons ces equations, nous obtenons le systeme sui- 
vanl : 

C^^ix Cj-i-... -h(a — i)a:a-»C'a=a,e-'V(^)» 

(i4) { 2.i.C;-4-...-+-(a — i)(a— 2)a?«-»Ca=a,e-*V(-^)» 



(a — i)(a— 2). . .3.2. iCa= «a^~*^»/(^). 

Or, en posant en general 

ety remplagant ^ para, le systeme (i4) devient identique a celui qui 
est resolu dans la Note I; on tirera done des Equations (i4) 

ri e-^^if{x)V X x^ 

I.2.../IL 1 1.2 

^/ii». <fo r/tc. Normale, 3* Serie. Tome IV. — Mai 1887. 1 8 
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d'oii 

/^ ^/* r u u} 

En donnant a A, dans la formiile (i5), ies valeurs o, i, 2, . . ., a — i 
et en ajoulant Ies resullats obtenus, la somme des premiers membres 
sera egale a ^. 

Dans la somme des seconds membres, reunissons Ies termes dans 
lesquels enlre un facteur commun a^^.,. En donnant a A, dans (i5), 
Ies valeurs /?,/?— I, ..., on obliendra chaque fois, dans le second 
membrc, un terme de la forme considerec, el Ton trouve facilement, 
pour I'ensemble de ccs lermes. 



«/i4-l / 



e{x-u)z, fi^ ^ ) Lf !i^ dit; 



d'oii 

ce qui conduit bien a la formule qui a etc precedemment obteoue a 
Taide d'une inlegralion effecluee le long d'une courbe S s'elendant a 
rinfini. 

III. 

Le calcul dc Tinlegrale generale d'une equation differenlielle lineaire, 
a I'aide d'une integration effectuee le long d'une courbe fermee, pent 
encore etre employe, dans le cas oil Ies coefficients sont variables, si, 
par un cbangement de variable, on pent transformer I'equation pro- 
posee en une autre dont Ies coellicients soient constants. C'est ce qui 
arrive, en particulier, pour I'equntion 

^^^ dx^' ~^ ax H- b dx"'-' ^ax -\- hy dx"' ^ '^'-"-^ (^^ ^ 0)r ^ —/(•^)- 
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En posant ax -h b = e^^ t elant une nouvelle variable, et indiquant 
par le synibole D une derivee prise par rapport a /, on aura, en ge- 
neral, 

^' = ««e-'"I)(l) - i) (D — 2). . .(D - /« H- i)y. 

Si Ton appelle F(/) ce que devicnty(a:) par le changement de la 
variable independante, on aura, pour Tequalion (i6) Iransformee, 

a"»D(D — i)...(n— m-+-I)r4-«'"-^4l l)(D — i)... (0 — 7/14-2)74-... 

-h a"*-" A,i D(D — i) . . . (I) — m -+- /i -h i) v -!-...-+- A,„ — e?'"' F(/). 

En posant 

r^[z) ^=1 a"^ z{z — \).,,{z — m -{- \) -{- a'"-^\^ j(^ — i)...(c -— m 4- 2) 4-...4- A,„, 

rintegrale generale de Tequation privee du second miembre serait 






la courbe S enveloppant tons les points racines de 9(2) el le polynome 
11(5) etant du degre m — i, et cctle meme integrale s'exprimerait de 
la maniere suivante au moyen de la premiere variable x : 






C'estla formule donneepar Caucby (*)• 

On passera de la a Tintegrale generale de I'equation complete (16), 
comme on I'a fait plus baut pour I'equalion (5), ct I'on trouvera Tex- 
pression 



r -h b\^ dz 



y — I -^^ — ^-- dz 4 . \ {au-¥ by^-^ f{u) du / — , 



?(-) 



dans laquelle 11(5;) est un polynome arbilraire d'ordre /w — - 1, le con- 
tour d'inlegration S s'etendant d'ailleurs a Tinfini. Enfin Tintegration 
le long de cc contour pent elre efTectuee, et le resultal qu'on oblien- 



{ ') OEuvres de Cauchy, t^'^ Scrie. t. VI. p. 3 16. 



I'jO J. COLLET. 

(Irait ne scrait aulre que cclui qu'on dcduil imm^diatement de Tappli- 
calion de la formula generale (lo) precedemment etablie. 



NOTE I. 



Soil a resoudre le sysleme suivant d*equations lineaires : 

(0^ 

/i{fi — i).., 3.2,1 Xfy^i-^...-\-{n — i),..(n — h-hi)a'^-^x„=:l}^ 



(n — i) (n — 2). . .3.2. ij:„ z=ibn^^ 

Ces equations admettenl toujours un systeme unique et bien deter- 
mine de solutions. 

Pour les ohtenir, multiplions les equations respectivement par 



I 1.2 1 . 2 . . . /i I . 2 ... (/I — I ) 

et ajoutons. Dans la somme, le coefficient de x,^^\ sera 

, h . .^ hih — i) lu ,^ hih — i)..\3.2.i. 

I 1.2 1.2. ..(/i — i)/i 

Pour annuler les coefficients de toutes les inconnues, sauf celui 
de.r,, il suffira de poser, en general, \ = ('- i)*a*. Les muUiplica- 
teurs deviendront alors 

(2) I, , H ..., (— I)* ., ••-, (—!)'»-» -, 

\ I 1.2 1. 2... A I.2...(/l — l) 

et ils donneront 
Cette premiere inconnue etant determinee, on fera abstraction de ia 
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premiere equation, et Ton calculera x^ dans le nouveau systemecomme 
on a calcule a?, dans le premier, et ainsi de suite. 

On peut facilement obtenir la formule generate qui donne les valeurs 
de tontes les inconnues. 

Pour calculer oc,^^t, par exemple, considerons le systeme forme par 
les /I — A dernieres equations et ajoutons-les apres les avoir multipliees 
respectivement par les (n — k) premiers termes de la suite (2) des 
multiplicateurs employes pour le calcul de x^. En supposant ^ > A Je 
coetiicient de X/^^t, dans la somme, sera 

^^ ' 1. 2.3... (k -/,)]-''' 

et Ton aura simplemeot 

(3) ' 



a"-*-' 



-^(-)'"'"' ..a...(.-/,-) ^''-'. 

tbrmule qui donne touies les solutions en y faisant successivement 
Remarquonsenfin qu*en posant 

(f{a)^=Xi-hajri-h a* 0:3-1-. . .H- a'*-* x,,, 

le systeme (i) est identique au suivant : 

9(a) = 60, 
Da 9(a) = ^,, 

D* 9(«) = ^- 



DZ-'o(a)=.b„., 
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NOTE II. 



Ed supposaol que l*equalion 



• (0 



«p(5) =ao-c'"-l- aiz'^-^'h. . .-ha 



m 



O 



admette la racine z^ d'ordre a de muUiplicite, toutes les autres racines 
jZa4.f, ..., z^ etant simples, on compose, ^ i'aide de ces racines, le 
systeme suivant d'^quations lineaires a m inconnues ^,, x^y . . ., x^: 



(a) 



5, x, 






X< 






(;)-.-(:)- 



»r'-.+(°7')=;- 



^m-i 



I •*! 



r, 



a — 

2 



( 



a — I 

OL — I 



.T*. 



-a-1 



a"T- *'aH-i**a-+-i 



^r 



-? •^i-*-(^)-r''^«-^(^)-?~*'^»-^-- 



a — I 



^a 



^1 -^a ~t~ ^a-f-i "^a-^-i ~^~ • • • 






m — I 

OL — I 



-///-I r- 



m 






-*'«-+-! '^a-t 1 -h • • . -H -5^ J7;„ — t'j , 



j S J J73 -+-... 






^a-i, 



4- 5,„ a^;„ 



^a» 



'/n 



J7/n C7;|,_|, 



Si Ton designe alors par(po(^)i ?i(-) ?//i-«(^) '^s coetficienls 

des puissances suceessives de X, dans le quotient de 9(^) par s — 5. el 
si Ton pose 

F(5) =: 6;„_i <po(-) -^ ^m-J <Pi(^) -+-... + ^0 9/n-l (-), 



nous nous proposons de demontrer que les valeurs des inconnues a?,. 
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.2*2. .... x^^ definies par les equations (a), sont les numdrateurs des frac- 
tions simples resultant de la decomposition de la fraction rationnelle 

Remarquons d'abord que, de ridenlite 

9(0 = (C-^)[C— »?o(5)-^!:"-*9i(-) + ---+?/n-i(-)]-^?(-), 
en posanl 
(3 , /(o = £i^^ -411) = i(^lzL^O, 

on deduil 

/(C) = C'"-* 9o(^) + C'"-* 9,(^) ^ . . . 4- 9m-i(5), 

et aussi, la valeur de/(C) ne changeant pas quand on permute X, e\ z 
dans son expression, 

/(C) = z'-' 9o(0 -+- 5'«-« 9(C) +. . . 4- 9m-.i(t). 

Geci pose, formons Tequation qui se deduit des equations (2) en les 
additionnant apres les avoir multipliees par 

9/w-i(^)> 9'»-«(^)» •••» ?i('2)> 9o(^)- 

Le second membre de cette equation sera F(5); et, dans le premier, les 
coefficienls de a?,, Xj, . . ., a?^ seront 



ceux de o^a+i, "aja+j, . . ., a?;,, etant respectivement 

Pour ces derniers, la formule (3) donne immediatement 

/(5a+A) = -T-f —^ (/i =: I .2.3. . . W — a). 

1 .2.O. . . <vg(4_/^ 
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Quant aux precedents, la formule (3) donnant, pour /if a — i, 

leurs valeurs seront successivement 

y(-s) ?(^) ?(^) ?(2) 

> *: r: > ■: r; > • • •> — 



*» ~~" /^fi 



Par suite, de Tequation ainsi formee, on tirera 



ce qui demontre la proposition enoncee, et il est manifeste qu*elle 
subsiste quand {'equation (i) admet des racines multiples en nombre 
quelconque. 
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de meme, A, B, C etant Ics cosinus directeurs d*une droite quelconque, 
suivant les memes axes, 

/ 5A=:flrA4-(^C — rB)dl, 
(a) I 8B-cm-h{rA--'pC)dl, 

{ 6C—dC'h(pB — qA)dl. 

Appliquons les forrmiles(i)au point x = Rcos(p, y= Rsin^, s~ o, 
et posons 

M=R'-+-// cos 9 4- (^ sin 9 (*), 

Nr=rR-i-t' coso — wsin©, 

(3) { ^ ^ 
— w -+-/?Rsin9 — ^Rcos9 = (v-f-/?Rsin9 — ^Rcos9, 

nous aurons alors 

/ 5a'=::Mcos9 dl — {^dl-\-Rd(^) sin 9, 

(4) I 3/ ~M sfn9c//4-(Nt//-hRc^9)cos9, 

I a:; = Q dl. 

• La distance de deux points infiniment voisins 8s sera donnee par la 
formule 

(5) (55» = H*c?r-+-(N^/4-Rc?9)S 

et {'equation des trajectoires orthogooales des generatrices circulaires 
sera 

(6) Nc?/H-Rflr9--o. 

Cette equation est reduclible a une equation de Riccati et conduit, 
comme nous Tavons fait voir (/o^.ci/., p. i49)>a des consequences inte- 
ressantes. 

4. Pour que la surface soit isocyclique, il faul et il suQit que Tequa- 

¥( I) 
lion (6) admette un facteur d'integrabilile de la forme -ip; on voit 



(1) Ici et dans la suite, un accent ddsigne une d^riv^e prise par rapport k I, 
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(I'ailleurs immediatemeut que, si Ton peut obteiiir ce facleur, 
tt(i 4- \/— i) sera un facleur (rintegrabilile de requalion 

qui convient aux lignes de distance nulle; le probleme sera done com- 
pletemenl resolu. 

Tout se reduitalorsh Irouverune fonction de /, F(/), telle qu'on ait, 
quel que soito* 

ou, en (leveloppanl et posant 

(7) /=U'+r|^ (•), 

da ^9 "^ dl 

OU, en multipliant par H et tenant coinple de la relation H- = M- + Q'', 

Or, si Ton remplace MN par lours expressions (3), les deux paren- 
theses se r^duisent a des fonclions lineaires de sin^, cos^; en eflTec- 
luanl ^ette reduclion et posant 

T ^ a\ u' — r R V — Wu — fn ) cos 9 

4- (/ R// -+- rRc— R'i — A) sino 4- RR'^— u^— *•*— /R', 

i'equalion precedentc se reduil a 

(9) MT-|-SQ:-:0. 



(*) II est Evident quo, /ct R uno fois connus, la fonction F s'oblicndra par une qua- 
drature. 
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les expressions generales del, S, ces expressions sont egalemcnt divi- 
sibles par 2 sin ^- L*equalion (9) prend alors la forme 

M,T,-f-Q|S, = o, 

-^'•» T,, Q,, S| etani des fonctions lineaires de sin-> cos 2; comma M, 

elQ, ne doivent plus avoir de facteurs communs, il doit exister une 
fonction g de /, telle qu'on ait identiquement 

Developpons ces idenlites : nous aurons en resume, pour les surfaces 
intermediaires, lesystemesuivant d*equations, oxxf^ig sont des fonc- 
tions indelerminees de /, 

/R'4- ^^R - RR'-h R'»-h /*R* == o, 
(10) ^/rR -^/?R — R«/'— RRV = o, 

fq^ — gK' -g'R»— /?rR*=:o, 

II serail aise d'obtenir une combinaison integrable de ces equations; 
mais nous pouvons nous en dispenser, comme on le verra plus loin. 

3. Cos general. — Les fonctions M, Q n'ont aucun facteur com- 
muns : alors ]VI doit diviser S et Q diviser T; en d'aulres termes, il doit 
exister une fonction X de /, telle qu'on ait identiquement 

Ces deux identites developpees donnent immediatement les equations 
chercbees, savoir 

//tt-r-X^R — Rw'-H/Rr-HR'M = o, /^R — Xm — 7'R* — (/RR — ivw — /;rR-^o, 
(,,) )yt,__x^R_rR//-hR'i> — Ri''r=o, //?R-hXcH-7rR»— p'R' — />RR'— tvr— o, 
( /R'— Xiv — RR" H- M»-h r* — o, fiv -+- XR'-f- r/>R — Riv'— ^Rm — o. 

I/axe des x etant indetermine, faisons-le passer par le point P; en 
ecrivantque I'axe radical et la caracteristique secoupent sur OX, nous 
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quatri^me et de la ciDquibme, 

(i8) (y — Xi)A=: RA'- rRB - a7C; 

les deux dernieres donnent de meme 

* 

(19) (/— Xi)B = rRA 4- RB'— iraC; 

observoDS qu*on a d*ailleurs 

(ao) CR-— — ixiA. 

La variable / n*etant nullement fixee et pouvant etre choisie reelle, 
si Ton elimine /— X« entre (18) et (19), on aura une Equation unique, 
equivalente aux deux equations reelles qu'on aurait obtenues en eli- 
minant/et X entre les quatre dernieres equations (i5); on aura done 
a considerer Tequation unique 

RA'B - rRB*~ oc'iCB =r rRA»H- RB'A — iraAC 

ou, en rempla^ant C parson expression (20), 

A'B- B'A — r(A»4-B») + C(/>A4-B^)=io, 
qu*on pent ecrire, en adoptant les notations des equations (2), 

(ai) A6B — BdA = o. 

Telle est I'equation dans laquelle se condensent les quatre dernieres 
des equations (i5). 

3. Revenons a la focale. Si nous posons 

A . B C 



a ^= - 



b =^ > c -- 



v/A*-HB*-hC* vA'^B»-h(:* y4i-HB«H-C* 

a, b, c seront les cosinus directeurs de la tangente a cette courbe ; en de- 
signant par tt le radical yjA^ -^ B'* -f- C*, on aura, d'apres les equations 
generates (2), 

a$b — bia- a(B'G -h BG '4- rGA - /^GC) - b{k'G i- G' A h- ^GC — rGB), 

adb—bia=A{B'-hrA -pC) — B(A'-4- qC -zB) — \SB — b o\ ; 

d'oii Ton conclut que Tequation (21) pent s'ecrire 

adb — boa — o. 
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on trouve tres aisement une nouvello combinaison independante de J 

et X, savoir 

Ai dBi — Bi oA| =^ o. 

Cette conditiou s'interprete absolumenl comme la condition (^i); 
elle a un sens geometrique identique, mais s'applique au point dont 
les coordonnees relalives sont a^ = o, j = o, s = — Ri, c*est-k-dire au 
second foyer; done Taxe de la deferente devra etre, en chacun des 
deux foyers, perpendieulaire a la binormale de la focale; celle-ci 
pent d'ailleurs etre imaginaire on reelle, suivant les cas. 
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SoPHus Lib. — Beitrage zur Theorie der Miniraalflaclien {Mathematische An- 
nalen, Bd. XIV et XV). 

ScBWARz. — Miscellen aus dem Gebielo der Minimalflachen. {Journal de 
Borchardt, 1. 80). Forgeselzte Unlersuchungen iiber specielle Minimalflachen 
{Monatsberichte, Berlin, 1872). 

Darboux. — M6moire sur la theorie des coordonn6es curvilignes et dcs sys- 
t^mes orthogonaux. {Annales de I'Ecole Normale supirieure^ 2« s6rie, 
t, VII, 1878). 



PREMIERE PARTIE. 



1. Solent Ox, Ov, Oz trois axes de coordonnees rectangulaires, 
acT -+- Pj -h Y^ = o i'cquation d'un plan P passant par Torigine, oil 
a, p, Y verifient la condition 

Etanl donne un point M de coordonnees a?, y, z^ le point M,, syme- 
trique du point M par rapporl au plan P, aura pour coordonnees 

a,\^=^x — lOL^oLx -+-(3j^4- yz)y 
r, =7 — 2P(a.r -H (37-4-75), 
s, = 5 — 2y(aa:-h Pj-hys). 

Cela pose, soil 

{'equation d'une surfaces admettant le'plan P pour plan de symetrie, 
et supposons que F soit une fonction enliere ou, plus generalement, 
une fonction uniforme de x, y^ z. II faudra cvidemment que Ton ait 
identiquement 

7-2P(ax-h(37-i-y-5), \ = kF{x,y,z), 
z — 2y (ajc 4- (37 -h yz) J 

k designant un facteur constant. Changeons dans cette equations, 7, z 

Ann, de I'tc, Normale, 3* Serie. Tome IV. — Jdin 1887. ^ ^ 
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Pour qu'une surface admetle ces m-h i plans de symitrie, il suffit 
evidemment qu'elle soit symetrique par rapport aux plans des a^y et 
des oozy et qu'elle revienne coiacider avec elle-meme par une rotation 

de — autour de I'axe des z. Si Tequation de cette surface est 
on aura les trois conditions 

^(^* — r, z) — F(cr, 7, 5), 

r./ '^f^ .271 .271 2^\c»/ V 

F( j:cos vsin — y a?sin h rcos — - z)^=zh (jr, r, z); 

posons 

S7=: X -^ iff s^z=zx — iy, 

et 



g^s,s.^,)^v{^-^/^.zY 



Les relations ci-dessus peuvent etre remplacees par les suivantes : 

^{s, 5o, —z) —^(s,So, z), 

oil 

271 

a ^= 

m 

On aper^oit innmediatement trois fonctions repondant a la question : 

inversement, toutefonction uniforme ^(5, ^o. z) verifiant les relations 
(2) est une simple fonction de u, v, i\^. En effet, a tout systeme de va- 
leurs de w, ^, ^v correspondent pour z, s, 5^, ^m systemes de valeurs; 
ces 4^^ systemes de valeurs fournissent l^m points de Tespace qui se 
deduisent tons de Tun d*eux par la loi de symetrie. D'apres les relations 
(2), la fonction ^(s, $0, z) reprend la meme valeur en ces ^m points; 
^ est done une fonction uniforme de m, ^, w. c. q. f. d. 
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Ainsi, r equation genemle des surfaces quiont la symetrie de la double 
pyramide est de la forme 



(3) 



;f(5SWo, 5"*4-C)^0» 



rf d^signant une fonction unit'orme. On demontrerait de memeque 



(4) 



^(c, Wo, 5'«4-5;'*) = o 



est V equation generale des surfaces qui ont la symetrie de la pyramide 
reguliere dont la base est un poly gone rdgulier de m cdtds. 

3. Cube et octaedre. — Lc cube el I'octaedre regulier admelteut neuf 
plans de symetrie, dont trois paralleles aux faces du cube et les six 
autres passant par deux areles opposees. Ces deux solides admetteni 
en outre trois axes de symetrie quaternaire passant par les sommets 
de I'octaedre, quatre axes de symetrie ternaire passant par les som- 
mets du cube et six axes de symetrie binaire passant par les milieux des 
aretes des deux solides. 

Fig. I. 




I ■^ >. 






y 



-i— ^ 



x\ 



;\ 



I A Jv \ 



i yy 




B 



Prenons pour plans de coordonnees les trois plans paralleles aux 
faces du cube, menes par le centre {fig. i); les neuf plans de symetrie 
seront representes par les equations 



r ■=: o, 



y — 0, 



5 = 0, 



x:^yz=zo, 



7 It 5 = o, 



5 3: j:* = o. 
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sant par Ics sommets, trois axes tie symelrie bioaire passant par les 
milieux des aretes. Prenons le tetraedre dans la position ACEG (fig^ i); 
les six plans de symetrie seront donnes par les equations 

Les substitutions lineaires correspondantes donncnt naissance a un 
groupe d'ordre fini de vingt-quatre substitutions, forme par la moitie 
des substitutions du cube : 

'^^y'y ^t — '^j — J'j ^y '^> ,V, — ^y ^9 — Xf — ^1 

)*, JT, Z, — ^, — »T, Z, yy ^9 ^y J^y ^y — -3, 

^y yy ^y — ^y J'> ^y — ^y y'y ^y ^y — ^'» — ^y 

^y "^y y'y ^y "" *^> ^» ^y ^y y'y ^y "** ^> y'y 

^y ^y yy — ^y — ^y Xy — ^y ^> — ^'> ^y — ^y — ^> 

yy ^y '^y — ^> — ^y ^^y — J>'> ^> — ^y y'y — ^y — •''• 

On est conduit, comme tout a Theure, a recliorcher les fonctions 
uniformes ¥(x,y, z) qui se reproduisent par les substitutions de ce 
groupe. On a d*abord les trois fonctions 

etTondemoutre comme plus haut que toute fonction F(x,y^z) repon- 
(lant a la question est une fonction uniforme de u, v^ w. 

Ainsi, requation generate des surfaces possedant la symetrie du te- 
traedre est de la forme 

Apres la sphere, les surfaces algebriques les plus simples sont Ics 
surfaces du troisieme ordre representees par I'equation 

5. IcosAfeDRE ET DODECAEDRE. — Lc dodccafedrc ct Ticosaedre regulier 
associes sont places de telle sorte que les sommets de Tun correspon- 
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7: , . 7: 



rempla?ons cos ^ et sin g par leurs valeurs^ il vient 



. I 

sin- riz 
a 



V 10 — 2v^5 

On a ensuile 

I \'f)-i . I i + v'j 

cos- = - * lang- = — — , 

I 

2 lang - 

langi = =■ =z — 2. 

J - tang« - 

Le plan mene par I'origine parallelement aux deux faces du dodecaedre, 
qui sont perpendiculaires au plan des xz^ aura done pour equation 
z = 2x ou, ce qui revient au meme, 

en posant 



Les autres plans paralleles aux faces du dodecaedre s'ohtiendront en 

iTT ^i: Gtt 871 
do;) 



faisant lournercelui-ci aulour deOz de ^> ^> -J^> -J^> et leurs equa- 



tions seront respectivement 
oil 

O 

Apres quelques reductions faciles, on trouve pour equation du systenoe 
de ces six plans 

(7) Q=z^^5ssoz'^-+-Ss^slz^-'{s^-hsl)z = o. 

Pour trouver R, j'abaisse de Torigine la perpendiculaire OM sur le 
centre de la face NJ4J5 etje joins le point au milieu P de TareteNIs, 
Le triedre ONMP decoupe sur la sphere circonscrite un triangle sphe- 

rique dont les angles ont pour valeurs ->«>-• La formule de resolu- 

Ann, de VRc, NormaU, 3* Seric. Tome IV. — Jlw 1887. 22 
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lion (les triangles spberiques rectangles 

cos a = cotB cotC 
nous donne ici 



t: . TT 



or 



cos(MON) =:COt-r col-; 



r I .7: I -+-v/.> 

cot :r = — =' col r = r- 

3 i/T ^ J. 



\^ " yio — 2vr> 

On en tire 

cosMON = "7=1 — ^» sinMON = ^ ^^ -^ * 

V ^^ V^io — 2v''5 v^yio — 2v5 

tanp:MON— — i>^. 

Le plan mene par Torigine parallelement a la face NJJs aura done 
pour equation 



3 -4- v''"> 



posons encore 

3 -h V 5 

sz=r. X -\- I >' ^0 r= .r — / V ot 7/ :^ — - — - - Z^ 

" • 2 

Tequation de ce plan pourra s'ecrire 

Les quaire plans que Ton deduit de celui-la par des rotations sueces- 
sixes de -p- autour de Torigine auront rcspectiveinent pour equations 

ot Tensemble de ces cinq plans sera represenle par Tequation 

On trouve par un calcul analogue que, en posant r = — ( ' — -^^ jxj, 

Tensemble des cinq plans paralleles aux autres laces de Ticosaedre 
aura pour equation 

r* — 5.Wo f' H 5.V*.9* i' - - (.9* -f- .vj) r-7 o. 
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equations deces quinze plans, oil Ton a pose, pour abreger, 5r=j? + /y, 

IITZ 

l^ensemble de ces quinze plans aura pour Equation 

^"^ I -h(5««-5j«)(-3523»— l6oWo3'-IO^^«5j)-4-(5»-5j)(5»4-5»)«=:0, 

7. Equations tangentielles. — Au inoyen de ee qui precede, nous 
pouvons ecrire imnfiediatement Tequation generale des surfaces alge- 
briquesd*un degre donne qui ont la symetrie d'un polyedre regulier. 
On pourrait se proposer le nrienie probleme en coordonnees langen- 
tielles, niais ies nouvelles equations se deduisent tout de suite des 
precedentes. Soit 

Inequation d'un plan quelconque; le plan symelrique de celui-la par 
rapport au plan aj? 4- ^j^ H- y^ = o aura pour equation 

OU 

iii^=: u — i>. a ( a w -h j3 1' 4- y iv), 

Viz=v — 2J3(a« 4- (3i'-f- ytv), 
if, =<v — 2y(aM-4- [3i'4- y«')» 

On Yoit que u, v, w sont transformes par la meme substitution iineaire 
que X, J, z eux-memes. On en conclut que Tequation langentielle ge- 
nerate des surfaces admettant Ies plans de symetrie d'un polyedre regu- 
lier sera : 

1° Pour le tetraedre regulier, 

F(m'4- i'*-H «'-, M* f'' 4- M* (I'' 4- «''«•', !/('«•) =zo; 

2*^ Pour le cube, 

F ( //* 4- i^' 4- "'*, w* V' -I- v^ w^ 4- M- «'*, tt* v^ sv^ ) = o ; 
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lace siiivant un systeme de deux droiles. Par raison de symctrie, il en 
est de meme des huit plans 



. / 



.r==pv'— X, .r = ±:i, y = ±\^—k, 



y=::hi. 



Cela fait en tout vingt-quatre droites a distance fmie dont voici les 
equations : 












Z :..-. I , 



y -HI .r dz \' — /»• 



I ; 



.r : z I , 



y ±: v'— X — I ; 



r — I, 



./• — 5 db V — A — I ; 



^ ■ 


- V - 


-A, 








r = 


= .r(^ 


■V'- 


• k ± s 


— X- 


-'); 


,r 




-/, 








tf 


= v(- 


v^- 


1- ± \' 


X- 


"0; 


y 

• 


-z{- 


-k. 


7- -+- V''- 






.r 


X 


0; 


^ 


— I, 

— X 




• 


«; 




y 


A 




./• 


~ I, 

-— )• 

t 


+ V^ 




i; 






A 




y 


— — ', 











a; r^ — -^^^V — ^ — '• 



Toutos ces droites sont reelles si k est inferieur a — i, et toules 
imaginaires dans Ic cas conlraire. La surface contient trois cercles si- 
tues dans les plans de coordonnees et en outre vingt-qualre cercles 
imaginaires situes dans les plans imaginaires: 

^ — I itZ I ( >• — JT ± \^ — X — I ) = O, 

z -^-i± i(y -t- jr =b \^— X' — i) =: o, 
.r — I it i(z — V zh v^— ^ — = o, 
u* 4- 1 dz i{z -h V zt v^— X — i) =zo, 
^r — I di i\,r — -3 di y' — X* — = ^> 

>• -M d= / ' 



x -^ z ±:\ — X— I ) — o. 

La forme de cette surface depend du parametre X*, comme on le veil 
par une discussion facile, dont jc resume brievement les resuUals. 
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Prenons le signe 4- ; Tequalion de la surface sera de la forme 

Pour que les deux plans z=±:i coupent la surface suivant un 
sysleme de deux droiles paralleles, il faudra que Ton ait a la fois 

et par suite C = C'= o. On voit de meme qu'il faut prendre (7= o et 
Tequation de la surface sera hien de la forme (12). 

On pent ecrire autrement Tequation de ces surfaces. Considerons le 
tetraedre ACEG (^g. 1) et soient 

Ui=z ;; H- j?-f- JH- rtr=:o, 
Wj m z — JC — y -h rt rr o, 
« 3 = — Z -k- X — V 4- rt = O, 
//^ := — Z — X -\- y -\- a :=! o 

les equations des quatre faces de ce tetraedre. On a 

wJh- wj-f- wj4- u\ =i2a(a7-H- J*4-^')H-24«27V-3 4- 4«^ 

el Tequation generale des surfaces du troisieme ordre ecrite plus haut 
est identique a {'equation 

u\ 4- u\ 4- u\ 4- u\ =z H. 

On voit que toutes ces surfaces admettent un pentaedre commun 
forme des quatre faces du tetrafedre et du plan de I'infini. En parlicu- 
lier, si Ton suppose H =^ o» Tequation reduite sera 

■ 

3 

• 

Pour cette surface particuliere, la hessienne se reduit aux (juatre 
faces du tetraedre et Ton saiten trouver les lignes asymptotiques, d'a- 
pres un tlieoreme du a M. Darboux. Avec la surface reciproque de la 
surface de Steiner, nous avons ainsi deux surfaces de Tcspece consi- 
deree dont on connait les lignes asymptotiques. 

Ann. de i'Ec» Normalc. 3« Serie. Tome IV.— Jcix 1887. '^3 
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Plus gen^ralement, les surfaces ayant pour equation 

ont la symetrie du tetraedre. Si C = o, on peut trouver leurs lignes 

asymptoliques. C*est ainsi que Tequation de la surface a quatre points 

doubles peut s*ccrire 

I I I f 

---I 1 1 :=0. 

l*i Hi Hz "* 

10. Surfaces du quatri^me ordre. — L*equa(ion generale des sur- 
faces du quatrieme ordre adinettant tous les plans de symetrie d'un 
polyedre regulier est, comme nous Tavons vu, 

elle depend de quatre parametres arbitraires, que I'on peut reduire a 
trois par une transformation d'bomothelie. Si C^o, la surface a In 
symetrie du tetraedre; si C = o, elle a la symetrie du cube. 

Supposons que B et G soient differents de zero; on trouvc aisemrnt 

fiifU2,ih,u% ayant la meme signification que tout a Tbeure, et,enchoi- 
sissant convenablemenl la constanie a, on voit que Tequation ([3) 
pourra se ramener a Tune des trois formes 

(.7-* 4- j» -+- J* — R« ) ( or* -H /« -i- Z*' - ir*) 4- A «, «, W, U, = O, 

j;i 4- >'* -H 3* — R* -+- X III //, Uz «4 = O, 

Si C est nul, on pourra encore ramener Tcquation (i3)a Tune des trois 
formes precedentes, mais il faudra prendre dans les formules a = o. 
Si B = o, C^o, Tequation (I'i) pourra de memes'ecrire 

Kn resume, Tequation generale de ces surfaces est de la forme 
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les equations p = o, ^ = o, r = o, ^ = o. representanl quatre plans, 
formant, en general, un telraedre, el les equations S = o, S'= o deux 
s|iheres concentriques. Comme cas particuliers, on pent avoir Tune 
des Irois formes 

{(]) pgrs-h AS = o, 

(I)) pqfs-\-k =0. 

• 

La surface generate (A) contient Imit eercles, intersections des deux 
spheres S = o, S' = o par les quatre faces du telraedre p= o, q = o. 
r= 0,5 = 0. Pour le type (B), les quatre faces sont des plans tan- 
gents singuliers qui touchent la surface suivant quatre cercles. Les 
surfaces de cette espece ont ete etudiees par M . Kummer dans le Me- 
moire cite au debut. Elles admetlent trois faisceaux de surfaces circon- 
scrites du second ordre, representees par les trois equations 

(x}pg -f- 2 « ^ -h r5 = o, 
P*/>r -+- 2 (3 ^ -+- 7* ~ o, 
y*ps -h 2y ^ -h (/r=^o, 

Tequation de la surface etant mise sous la forme 

11. Laissanl de cote ces generaliies, je m'occupe plus particuliere- 
mentdes surfaces du quatrieme ordre ayant la symetrie du cube. Ces 
surfaces sont interessantes; car elles doniient, comme cas particuliers, 
un grand nombre de surfaces ayant des points singuliers. On pent 
d'ailleurs, grace a la symetrie, se faire une idee assez nette de leur 
forme. L'equation generale de ces surfaces pent s'ecrire 

ou encore, d'apres un calcul deja fait, 

., \ (>..-Hi)(a:'-h v'-+-5*)*-+-2|JL(d-'-h7»-+-x;')-+-v 

I -h \(j: -{- y -V- z) {jr -^ y ^ z) (a: — y -h z) {x — y — z) ^ o; 

elle depend de trois coefficients arbitraires, que Ton peul reduire a 
deux par une transformation dliomothelie. 
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on a 

Egalons a zero les trois premieres derivees et portons les solutions 
dans la qualrieme. Plusieurs cas sont a distinguer : 

Premiere solution. — Soit x =y= z = o; on devra avoir v = o et 
la surface aura un point double a I'origine. 

Deuxieme solution. — Prenons les solutions 
Ces solutions appartiendront a la derniere equation, ppurvu que Ton ait 

JUL* 

V = -T"-)- Si cette condition est remplie, la surface aura six points 
doubles sur les axes de coordonnees. 

Troisieme solution. — Prenons les solutions 

(j = o, - = ^. = -^), 

ces solutions fourniront douze points doubles pour la surface, situes 
aux milieux des aretes d'un cube, pourvu que Ton ait 



2 a* 
V =- — ^ 



I -haX 
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Quatrieme solution. — II nous reste a examiner la solution 

•r»' — v'J — -* — JUJt— . 
'^ I-|-3>. 

On trouve de memc que la surface aura liuit points doubles aux soin 
mets du cube, pourvu que Ton ait 

V =: 



14-3/. 



Etudions encore les sections de la surface par des plans paralleles 
aux plans de symetrie. La section de la surface par le plan 2 = A a 
pour equation 

pour que celte section se decompose en un systfeme de deux coniques, il 
faut et il suflit qu'elle possede quatre points doubles. Ces points doubles 
soront fournis par les deux equations 

Laissant de cote la solution x=zy:=o, qui ne pent fournir qu'un 
seul point doubfe, les buit autres solutions se decomposent en deux 
f^roupes de quatre, 



V =0, .r ~ o 



> 



( 11 ) j:« = y« — — c: .- . 

I -h 2 A 

Le premier groupe donnera une quartique decomposee en deux coni 
ques, pourvu que A verifie Tequation bicarree 

/^^(I^- 2X)4- !^fJl/l*-4- v(l-l-A) — |JL- mo. 

Le second groupe conduira de meme a Tequation 

//* ( I 4- 3 ).) -+- 2 |JL //^ -h V ( I h ti ). ) — 2 ]UL* ^= o ; 
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Ces points seront reels si [jl est positif. Soit (x= 3; on aura pour 
equation de la surface 

J7*J*-h J*5*-h 5*^*— 2(:C*4-J*-H5*) -f-3=0. 

Elle contient les douze aretes d'un cube, comme on Ta deja re- 
marque, de sorte que par chaque point double a distance finie passent 
trois droites de la surface. Les douze plans 

touchent chacun la surface suivant une de ces aretes. 

Surface a dix points singuliers. — Soient X = — ^, v = -^—r-- La sur- 

face a quatre points doubles reels a Tinfini el six points doubles k dis- 
tance finie qui seront reels si (x est negatif. Prenons (x = — ^; on aura 
V = f , et Tequation de la surface devient 

On aura encore les surfaces suivantespossedant des points singuliers. 
Je u'ecris, pour abreger, que les relations entre les parametres 

X, (X, V. 



2 u* 

Surface a 12 points singuliers. . . v 1= — *--_., 



» 



» 



)) 



» 



)) 



)) 



)> 



8 points singuliers ... v = — £-^ , 



— I 



7 points singuliers. . . v r= o, /. _ 

I -4- A 

5 points singuliers v=:o, An:— J, 

2<> >.=— I, V=0. 

3 points singuliers ... X = — i , 
1 point singulier. v = o. 



surfaces qui admettent tous les plans de symfelrle, etc. i9i 

15. Surfaces du quatri^me ordre ayant la sym^trie du tj^tra^dre. — 
Od peut enumerer de la meme fagon les surfaces les plus remarquables 
du qualrieme ordre» douees de points doubles, ayant la symelrie du 
tetraedre. L'equatioD generale peut Stre mise sous la forme 

le coefficient a est forcement different de zero, mais A peut etre nul. Je 
suppose d'abord A ^ o et, en rendant Tequation homogene, je pose 

(ID) { 

On voit d'abord, comme plus haut, que la surface n'aura de nappes 
infinies reelles que si X est compris entre — i et — ^f Si X = — i , la 
surface aura trois points doubles a I'infini sur les axes de coordonnees; 
si X = — ^, on aura six points doubles reels a I'infini sur les aretes du 
telraedre. 

Cherchons pour quelles valeurs des parametresa, X, [x, v la surface 
aura des points doubles. Posons, pour abreger 

B=:^ ^=y-^ly(x*-hy^-^z^)'^azx-hiify 

posons encore 

P =i/A— a?B = {xy — az)(x^ — Y^)y 
Q = 5B - jC = (j;j - ax){y^'- z^), 
R=j;C— 5A = (s^' — a/)(5»— a?*). 

Toute solution commune aux trois equations A = o, B = o, C= o 



193 ED. GODRSAT. 

veriliera aussi les Irois equations P= o, Q = o, R = o. Or, ces Irois 
surfaces du quatrieme ordre onl en commun trcize droites represen- 
tees par Ics equations 

(.v = ±y=±z), (.r=7 = o), {x = z = o), (7 = 5 = 0), 

( w = a, 7 = J?), {;;=—«,/ = — x), {a: = a,y = 5), 

(x = —a,y='-z), (v = a, .t = j), (y=: — a, ar = — 5), 

c'esl-a-dire les qualrc hauteurs du tetraedre, les droites joignant les 
milieux des aretes opposees et les six aretes elles-memes. Ces treize 
droites se partagent en trois groupes. et il sutBt evidemment de con- 
siderer une droile de chaque groupe. 

I. Prenons h drohcx =y = z = p, Cette droite rencontre les sur- 
faces A = o, B = o, C = o en trois points communs; les valeurs cor- 
respondantes de p sont donnees par Tequation 

p' -f- 3 >.p^ -h rt p' -h jxp = o 

ou, en supprimant le facteur p, par Tequation 

p* ( I -+- 3 X) -h «p -h /JL = o. 

Sur chacune des quatre hauteurs du tetraedre on a ainsi, outre Tori- 
gine, deux points communs aux trois surfaces A = o, B = o, C = o. 
Pour que ces points soient des points doubles de la surface /=o, il 
faul, en outre, qu'ils appartiennent a la surface D = o ou que I'equa- 
tion en p precedente ait une racine commune avec Tequation 

ap^-\- 3|ULp--f- V ^o, 

qui determine les points communs a la droite x =y = 5 et k la surface 
D = o. Si ces deux equations ont une seule racine commune, la sur- 
face aura qualre points doubles; elle en aura huitsi les deux equations 
ont deux racines communes. Pour que les quatre hauteiTrs soient des 
droites singulieres, il faudrait que les deux equations en p se reduisissent 
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a (les idenlites, e'est-a-dire que I'on eut 

La surface se compose alors, comme on Fa vu, de deux cones imagi- 
naires du second degre, se coupant suivant qualre droites reelles, les 
quatre hauteurs du tetraedre. 

II. Considerons, dans le second groupe, la droile x=y=- o. Elle 
coupe les trois surfaces A = o, B = o, C = o en deux points communs 
donnes par Tequation 

Ces points seront des points doubles de /= o si Ton a en meme temps 
et, par suite, 

V(l-i- }.) — JUL* — O. 

Cette condition etant remplie, la surface aura six points doubles sur 
les axes de coordonuees. Pour que ces axes soient des droites singu- 
liereSy il faudrait que les deux equations en z se reduisissent sr des 
identites, c'est-a-dire que Ton eut 

I -h X = O, i^ = 0, V=:0. 

On obtient ainsi la surface de Steiner 

^j j« _^ js 5* -j_ -s'^r'-H 2axyz =. o. 

III. Enfm prenons une des aretes du tetraedre, pare;cempleladroite 
y = a, z = X. Elle rencontre les trois surfaces A = o, B = o, C = o 
en deux points communs, determines par Tequation du second degre 

j?*(i 4- 2X) ^- a*(i -4- X) -h /x n^ o; 

on a ainsi deux points sur chaque arete du tetraedre. Pour que ces 
douze points soient des points doubles de /= o, il faut, en outre, que 
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ces valeurs de x veriBent Tequation du second degre 

que I'on obtient en faisant y = a, z = x dans I'equalion D = o. L'e- 
quation de condition exprimc precisement, comme il est aise de s*en 
assurer, que I'equation de la surface appartient au lypeB(roirn® 10). 
On peutecrire cetle equation 

sous cetle forme, on reconnait immediatement que les points de ren- 
contre des aretes du tetraedre avec la sphere 



J?' -1-7*4- c* = ]ul'«' 

sont des points doubles de la surface, M . Kummer a etudie ces surfaces 
on detail dans le Memoire cite au debut. 

Les aretes du tetraedre seront des droites singulieres de /=o si 
Ton a a la fois 

mais la surface se reduit alors aux quatre faces du tetraedre. 

16. On pent, au moyen de ce qui precede et en combinant les divers 
cas qui viennent d'etre exan)in6s, enumerer toutes les surfaces posse- 
dant des points doubles. Je me bornerai a celles de ces surfaces qui 
possedent le nombre maximum de points doubles. Nous savons deja 
que les surfaces representees par Tequation 

— ^(a: -\- y -\- z -h a) {x — y — z -\- a) (— x -\-f— z ^ a){—x — / -h z-i-a)z=zo 

ontdouze points doubles, qui seront reels si la sphere rencontre les 
aretes du tetraedre. Pour leur attribuer quatre nouveaux points doubles, 
on pent faire deux combinaisons : i'^ supposer ces quatre points doubles 
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sur les hauleurs du telraedrc; 2^ supposer un de ces points doubles a 
Toiigine et les trois autres a Tinfini sur les axes de coordonnees. Dans 

le premier cas, on devra prendre ^ = -5-- — et Ton obtient ainsi un 

faiseeau de surfaces qui conticnt, comme surface limite, la surface de 
Kumnier trouvee plus haut, admettanl la symetrie du cube. On obtient 
cette surface en prenant a = o, a = oc, oLor = 2. 

Si Ton prend la seconde hypolbese, on trou ve qu'il faut poser p = i , 
a = I . La surface correspondante est la surface de Steiner deja signalee, 
. qui pent aussi etce consideree comme cas limite des surfacesde Kummer 
precedentes, obtenue en prenant a = i . 

Ce sont la les seules surfaces a seize points singuiiers admettant la 
symetrie du tetraedre. En eflet, si Ton examine toutes les combinaisons 
possibles de points doubles donnant le nombre seize pour somme, on 
n'en Irouve qu'une nouvelle qui consisterait a prendre six points 
doubles a Tiniini, six sur les axes de coordonnees et quatre sur les 
bauteurs. On trouve ainsi les conditions 



a^ 



et la surface correspondanle se reduit aux quatre fitces du tetraedre. 
Parmi les surfaces avant la symetrie du cube, on a trouve des sur- 
faces ayant 1, 3, 4» 5, G, 7, 8, 10, 11, 12, i4, i5, iG points doubles. 
Au nombre des surfaces ayant la symetrie du letraedre se Irouvenl des 
surfaces a treize points singuiiers, representees parPequalion 

(./•--4- v'M-3«— a«-)' 

— '^{x-\'y-{-z-\-a) {x — y — z-^a) {— x — y-^z-\-a) {— x -^ y — z -^ a)~o, 

oil 3 = a^; mais on ne pent obtenir de surfaces ayant neuf ou deux 
points singuiiers ordinaires. 

II reslerait, pour elre complet, a rechercher les points singuiiers des 
surfaces 

On trouve ainsi les resultats suivants : 

i^» Si V = o, I'origine est un point singnlier; 
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2^ Si V = [JL^, la surface a six points doubles sur les axes de coordon- 
nees et six a Tinfini; 
3° Si les deux equations 

3p--hap -H|ji=:o, 
rt p' -f- 3 |JLp* -hv:=0 

ont une ou deux racines communes, la surface a quatre ou huit points 
doubles sur les axes de coordonnees. 

17. On sail que les coordonnees d*un point d'une surface deKummer 
peuvent s'exprimer par des fonctions 6 de deux parametres. Dans le 
cas des surfaces considerees, les fonctions 6 de deux variables qui 
interviennentdans la representation se ramfenentaux fonctions 6 d*une 
seule variable. C'est ce qui s'etablit aisement au moyen d*un elegant 
iheoreme du a M. Darboux (Comptes rendiis, 22 juin 188 1). M. Darboux 
demontre qu'on pent toujours faire correspondre point par point une 
surface de Kummer a une surface ayant pour equation 

/ etant un polynome du sixieme degre en x, y, et la courbe 

se composant de six droites tangentes a une meme conique. On peut 
toujours, par une transformation prealable, faire en sorte que cette 
conique nit pour equation 

Posonsmaintenant 

.r, -h .r J 
X— ^ , yzizx^x^y 

et regardonsa:^ comme un parametre variable et x^ comme une quanlite 
fixe; ces deux equations definissent une tangente a la conique prece- 
dente. Supposons que les six tangentes donnees correspondent a 
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Soicnt maintenant 

.r\ = (-^^j— «i) (J^i— «*)••• (-^j— ««). 

Le produil y]yl* qui est une fonclion symetriquc de or, et o-ai <^sl 
un polynome du sixieme degre en x, y. D'ailleurs il est nul pour 

quel que soit X2; done il ne diftere de/(x, y) que par un facleur conslani 
que Ton peutsupposer egal a Tunite. Cela pose, on satisfait a Tequation 

en posant 

.r, -^ .rj 
.r =1 , r ~ j:-! .r„ z= 7, r„ 

Vi el ja ayant les valeurs ecrites plus haut. Si Ton considere les equa- 
tions aheliennes 

J V, J 7, 






ces equations nous donnent pour ^, 4- a?2, a?!^:^, j,ja des fonclions 
aheliennes de u et de ^. L'exposilion qui precede est emprunlee a un 
Memoire de M. Picard sur les integrales de difTerenlielles lotales 
{Journal de MalhematiqueSy 4® i»crie, t. II). 

Remarquons maintenant que, si les six tangentes representees par 
Tequation 

sont deux a deux symetriques par rapport a Taxedes j, les valeurs dc 
a,, fla, ..., fle sont deux a deux egales et de signes contraires. Par 
suite y, et y.^ auront les formes suivantes : 



7,=:zy/x}4- Aj7{h- Bj:J-hC, yt — \/x\^kx\-\- HxJ-h C; 
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ct interieur au premier. Les soixanle cotes de ces douze peDtagones 
sont les repetitions symetriques de Tun d'eux. Le cas limite oil le point 
M vient sur OZ vient d'etre examine; si M vient sur OL', ces soixanle 
droites se coiifondent deux a deux avec les aretes du dodecafedre. La 
surface correspondante passe par ces (rente arStes, et admet les vingt 
sommets du dodecafedre comme poinls singuliers. Tout plan passant 
par une arete, egalement incline sur les deux faces adjacentes etiaissant 
le dod^eaedre tout entier du m^eme cote, est tangent a la surface tout le 
long de cette arete. 



; 
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Quanl aux phenomencs qui dependent du mouvement des corps on 
de variations d'inlensite descourants, il est prudent de n'y point songer 
au debut. Une structure du milieu universel, capable derendrccompte 
des efft'ts staliques, donnera immediatement les equations des mouve- 
ments lents du milieu . Si ces equations fournissent Texplicalion des cou- 
ranlsinduits,cesera une assez forte presomption en faveurdece milieu. 

S'il n'en est pas ainsi, on devra lirer des lois des courants induils 
les variations que subissenl les actions elastiques du milieu, lors- 
qu'elles sont rapidement variables au lieu d'etre constanles. 

10. Gravitation. — La loi de Newton donne, pour les composantesde la 
force appliquee a un point mobile rn et provenant de points /w, ♦ m^, . . . 

en appelant /une conslante qui depend du choix des unites. On sait 
qu'on obtient les expressions les plus simples en introduisant le poten- 
tiel do la pesanieur II, 

qui donne 

X = 4- //? -T— > Y =:: -4- /n -— > / — -{-/;?-_., 

d.r ay Oz 

et qui satisfait a la condition differentielle 

d^w dm (VW , ^ 

en appelant/? la densile de la matierc au point (•i^, r, z), 

Le travail de la gravitation sur la masse m, amenec d*une tresgrande 
distance a sa position actuelle, est 

mil, 

si Ton suppose la position iniliale assez eloignee de toutes les masses 
altirantes pour que le polentiel 11 y soil negligeable. L'energie de cetle 
masse, dans le voisinagedes autres, est done 
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el le travail total des forces electriques est 

— - — f C f(^l£L ^^ ^X^^\dvd d- 

~ ^'^J J J \^^* Oj: dy Oy dz dz ) ^ ^ * 



kfp 



^^1 lY^-^dS. 



L'integrale superficielle s'annule quand V el dY sont pelils de I'ordre 
de - a une grande distance r, et il reste 

— ^''///[(£)'-(f)"-(f)><'^- 

Pour produire la distribution actuelle, il a done fallu depenser la quan- 
lite lotale d'energie E, 



ou encore 



E — -^ r C f\ \^\dxdydz — l r f C\ij.dxdfdz. 

Ces deux expressions, malhcmaliqucmenl equivalentes, correspon- 
dent a deux interpretations physiques distinctes des phenomenes 
electriques, si Ton regarde la distribution de Tenergie comme repre- 
sentee par I'element intcgre. D'apres la premiere expression, Tenergie 
est repandue dans tout Tespace proportionnellement au carre de la 
force electrique; Tencrgie electrique a son siege dans Tespace qui en- 
vironne Ics corps electrises, et que Ton suppose occupe par un milieu 
materiel dont les actions elastiques produiraient les forces de Coulomb. 
La seconde expression, au conlraire, donne pour siege a Tenergie la 
masse electrique elle-meme. En Tabsence de raisons experimentales 
decisives, il est permis d'examiner les consequences de la premiere 
maniere de voir; j'admettrai ^donc, pour expression de Tenergie de 
Tunite de volume. 
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en remarquant que cette expression n'est pas coniplfete si la lot de Cou- 
lomb cesse d'etre applicable aux tres petites distances. 

Pour un syslemc de masses pesantes et compressibles, revaluation 
complete de Tenergiedu milieu est impossible; on pent dire seulement 
qu'elle est la somme de trois termes, un posilif du a la com pressibi lite 
en faisant abstraction de la pesanteur, un de signe inconnu provenant 
a la fois de la compressibilitc et de la pesanteur, et un troisieme, ne- 
Ralif, 

I [fduy /duy , /day-] 

qui ne depend que dc la pesanteur. 

12. Electrodynamique. — Soient u, v^ w les composantes de la den- 
site du courant au point (j?, j, z), suivant les trois axes coordonnes. 
Je suppose que ces courants sont constants et qu*ils font partie d'un 
systeme de courants fermes; on pent alors representor Taction du 
systeme cnlier sur un element en prenant comme intermediaire le 
champ magnetique produit par les courants. Je definirai la force ma- 
gnetique a, p, y en chaque point par la formule elementaire de Laplace 







i ds sinM 




ine 




/ 




dy 


0? 


, da i)y 

47rc _ -r /-» 

az ow 





avec la condition qu*il n'y a pas dc masse magnetique 

doL (>3 d-j 
(}.r ay az 

Les forces exercees sur Tunite de volume parcouru par le courant sont 

alors 

/• est une conslante qui depend des unites el du milieu. 

Les courants sont fermes ou indefinis; car, lorsqu*on admet la loi 
electromagnetique de Laplace, les expressions de w, f*, iv en a, p. y 
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a, ^, Y, le resultat devra elre identiqucment nul. Od (rouve ainsi, pour 
satisfaire a la premiere equation, que 

N', ne peut ddpcndre que tic -j—, y-> (3, •/; 
T« da dV ^ 

T, » - " OV' d^' ''' ''' 

avec les conditions 






()vy 



Les deux :uilres equations imposent de nouvelles conditions sutlisam- 
ment indiquees par la symelrie : 

T\ nc peul depcndre que de a, 
Tj » » )) j3, 

Tg ») » D y. 

II en resulte d'abord que les N' se reduisent a des constanles et, par 
la cinquieme condition, qu'il en est de menie des T'. 

Ainsi les expressions les plus generates sont celles de Maxwell, aug- 
mentees chacune d'une constante arbitraire qui correspond a une de- 
formation bomogene du milieu produite par des causes exierieures 
quelconques. 

Pour ne pas compliquer inulilement les premieres recberches, je 
m*occuperai d*abord du cas oil un seul systeme de forces eutierement 
arbitraires, a, ^, y* c^iste dans le milieu, sans imposer aucune restric- 
tion particuiiere. On a alors 
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Je chercherai quelles deformations continues sont compatibles avec les 



t = + ^(«» + P' + 7») + C'= ^ (p'4- C. 
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corps isotropes: il vient 

~ 2(aN; -h n; -h n;) (). -^ix)e-h 2|ui(n; -+- n;) j)^ 



Cette relation doit elre salisfaile, quelle que soil la direction des axes, 
ce qui ne peut avoir lieu que si les expressions de Lame pour les forces 
elastiquessonlconslamment et identiquement nulles; car on doilavoir 

r, = T, = T, = o, \; = n; = n, = o, 

y. — o, (). -4- /jl) (Dx-h IV-h Da) = o. 

B. L'energie de deformalion des milieux ordinaires est une fonction 
du second degre des forces elasliques 

Celle du milieu inconnu esl, au conlraire, une fonction lineaire 

Ces remarques paraissent avoir echappe a M. Vaschy (Compies r-endus, 
188G-1887). 

C. Les forces clastiques des corps ordinaires satisfont a six equa- 
tions aux derivees pariielles du second ordre, faciles a former. Les six 
deformations 

Ox Oz or 

sonl des derivees des trois deplacements i/, v^ w\ Kn eliminanl ces trois 
deplacemenls, on trouve 

dy* dx^ dx dy * dy dz dx\ dx dy Oz I ' 

ct deux couples d*equalions symetriques. 

D'autre part, les milieux isotropes ordinaires donnent 
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Ces quinze equations expriment les conditions d*exislence de 
Tenergie, sans aucune hypothese sur sa forme. 

Pour rendre l*integralion abordable, il est commode de tenir 
eompte a Tavance des remarques suivantes : 

Le milieu, avant sa deformation, est isotrope : I'energie, aussi 
bien que la grandeur de la force 9, ne peuvent dependre q^ue de la 
grandeur de la deformation et non de son orientation. Elles ne de- 
pendent pas des six variables D^, ..., G^, mais seulement des trois 
invariants de TeUipsoide de deformation 

( l3=D,D^D,-iD,G^-iD^Gl-iD,G|-hiG,G^G,. 
Les dilatations principales sont les racinesde Tequation 

(4) D'-I,D»-f-I,D-I,= o. 

J*ecris immediatement deux identites dont j*aurai besoin plus loin 

/ D^(D,D^-iGi)-hD,(D;,D,-iGJ)-iG^GyGx-h{D,Gi 

(5) ) =I,I,-l3-I,D^-Ij(D^D,^iGl), 

( (D^D^~iG5)(D,D,-iGJ)-HiGrG,-D,G^)«=I,D^. 

Puisque Tenergie de la deformation c ne peut dependre que de I,, 
I29 Uf les composantes des forces elastiques sont 

19. Egalons ces valeurs a celles qu'exigent les actions newto- 
niennes, il vient 

f -H(I.-D,)^+(D,D.-iGi)^^ = i^(a«'-^') + N„ 
Ces six relations entre les trois composantes a, ^, y de la force ne 
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sauraient etre distinctes; les derivees de Tenergie doivenl salisfaire a 
trois relalions qui resiiltenl de reliminalion des composantes de la 
force a, p, y. Pour les oblenir sous la forme la plus simple, remar- 
quons que Ton a, en formant N, -+- Nj-l- N3, 

et, par suite, au moyen deN,, 
Posons, poursimplifier Tecriture, 

On obtient les trois relations independantes de a, p, y en 6galanl 
Texpression de ^^y* liree de N2, N3 et celle tiree de T, 

= [So,^(!^._ik!k)c-r,|'. 

En cfTectuant les multiplications et le carre, on trouve 

\» + AB(D, + D^) + AC(I).rD.- \ G; + D^D, - iG|)+B,(DiDy- JG«) 
BC[IV(l)xD,-ir.|) + D,(l),D,-JG,')-G;,(iG^G,-iD,G,)] 

C'[(|D^lV-lG!)(l)^D,-iG|)-(iGrG,-iD;,G,)'] 

n; n; - A ( n; + n; ) _ b ( n; d, + n; d^ - r, g,) - t;* 

- C[N; (D,D,. - -J. G] ) + n; (D^D, - i G « ) - T, (\ G^G. - D,G,)] = o, 
et. toutes reductions faites, au moyen ties equations (5), 

A'+ ABI, H- AGI, + BC(IiI,— I,) -h N',N;- T','- A(N; + N',) 
-+- D;,(- AB — BCI,+ CI,) — N; BIV- N'jBD^-hT', bg* 
+ (DyD-— {Gl)(— AC + B«— BCI.) 

-CiN;(D,l)y-JGi) + N',(D,I),-iGp-T;(iG^G,-D,G,)] = o. 



» . 
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Gette relation doit etre independantc de rorientation des axes coor- 
donnes. On voit facilement qu'il n'en peut elre ainsi que si les pres- 
sions conslanles N',. ..., T, se reduisent a une pression uniforme en 
lous sens, P: 

n;i=n; = n; = p, t; = t; = t', = o. 

Les trois equations independantes de Torientation des axes sonl alors 

A«-h ABI, -h ACIjH- BC(IiI,— I,) -h P*- AP — PBI,— PCI, ~ o, 

- AB ~ BCI,-+- CU34- PB = o, 

— AC -h B»— BCI, 4- PC = o, 
ou 

/ (A-P)*-4-(A-.P)BI,-h(A-P)CI,4-BC(I,Ij-l3)=::0, 

(8) — (A — P)B-BCI,-4-CM,=:o, 

I ^(A-P)C4-B*— BCI, =0. 

20. Pour que les equations (8), homogenes en (A — P), B, C soicnt 
compatibles, il faut que Tune d'ellessoit la consequence des deux autres. 
On trouve, en eflet, une identile en ajoutanl la premiere multipliee 
par -+- C, la deuxieme par -h B, la troisieme par -+- (A — P -t- CIj). 

Eliminons (A — P) entre les deux dernieres equations (8), il vient 

B'-B»CI,-+-BCM,— I,C» = o. 

Ainsi le rapport tt est egal a Tune des dilatations principales, quels 

que soient les trois invariants. 
Appelons D, cette racine; A et B ont pour valeurs 

B'l^CD,, A=:P-CD,Ii-4-CD; 

et, par suite, 



(9) 



I ^9» = 3A-3P + BIi+CI, = C(3DJ — aD,I, + I,)- 



Pour integrer ccs equations, formons les derivees de D, par rapport 
a '( f Ijt ij • 

(3D;-aD,I, + I,)^=DJ, 

(3DJ-2D,I, + I,)^=-D., 

(3DJ-2D.I, + I,)^=i. . 
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De ces equations combinees avec les equations (7') ct (9). on tire 



dC 
dl 






ou encore 

d(C-PI.) _ A: _, d(D.-ii,) 
<)I, ~4jr^ dl, 

d(C-PI.) _ A- , d(D.-iI.) 
dl, ~47c^ dl, 

d.(C-PI.) _ A: _, d(D.-il.) 
dl. ~47r' dl, 

Pour que ces trois equations soient compatibles, il faut^ctil suflit 
que <f^ soit fonction uniquement de 2D, — I,, et il en sera de mSme de 
c — PI,. On a done 

(10) Cn3£,-+-PI, + ^(2D, — I,) et -r^cp» = -t-2/'(2D, — I,). 

^ designant une fonction quelconque de sa variable 2D, — I| et ^' la 
derivee de cette fonction. L'energie ne peut doncdependre que de la 
dilatation cubique I, et de la force eleclrique (p. II importe de remar- 
quer que jusqu'ici les expressions de Maxwell, pour les forces elas- 
liques en a, p, y (10, H, 12, 13), ont seules ele employees, mais non 
les expressions de I'energie electrique (13). Celles-ci vont servir h par- 
ticulariser la fonction ^, mais les forces apparentes sont en raison in- 
verse du carre de la distance, quelle que soit cetle fonction. 
Pour relrouver I'expression simple de I'energie 

il faut determiner ^ par Tequalion 

Le terme Pl| ne peut pas exister dans un milieu oil la dilatation cu- 
bique I, et la dilatation principale D, sont independantes Tune de 
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Tautre, P est nul; on a, en integrant, 

• 

21. Peut-il exister une relation entre les invariants limitant les 
formes possibles des ellipso'ides de deformalion? 

Ces relations peuvent etre de deux genres : 

i"* Un des trois invariants constamment nul ; 

2"* Une relation tinie entre les trois invariants. 

Examinons d'abord ce dernier cas, en reprenant tons les raisonne- 
inenls du n** 19. 

Si la relation contient I,, on pourra la supposer resolue par rapport 

a I3 et Ton prendra comme variables independantes I| etl^. L*energie 

n'est plus fonction explicite que des deux variables independantes I,, 

I2; on a done 

C=io. 

Mais les equations (8) [n** 19] sont toujours n6cessaires, el il resulte 
alors de la derniere 

puis 

A = P et 7—9*^0. 

On arriverait au meine resultat en prenant I| et I, comme variables 
independantes, au meme resultat encore en supposant I3 ou I3 con- 
stammeut nuls: 

Done, dans un milieu qui transmet des actions en raison inverse ducarre 
de la distance : 

II ne peut exister aucune relation dejinie par la nature du milieu entre 
les trois ins^ariants de la deformation. 

lin particulier, on ne peut pas supposer que deux des dilatations princi- 
pales soient constamment e gales. 

Aucun des trois in {variants I,, I^, 1 3 ne peut Stre constamment nul. Le 
milieu nest pas incompressible. 
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Pour If, la demonstration est un peu difTerenle. Aux conditions ge- 
nerates s*ajoute, quand I, est nul, la condition 

CI,=:2PD,, 

qui provient des equations (7'), jointes a la deuxieme equation (8). 
II reste a mettre cette condition d^accord avec le resultat du ealcul 

general : il Taut done que Ton ait, en se rappelant que C est egal a -tj- > 



^.•■(.D,) = .P^ 



dDt 



ou, en rempla^ant -^ par sa valeur^jj^ — p. 
Eliminant la au moyen de Tequation (4) qui determine D,, il reste 

equation impossible, puisque le premier membre doit etre ind^pen- 
danl dc I3. 



22. La dilatation principale D, a la direction de la force a, ^, y au 
meme point, quelle que soit la function ^ qui entre dans r(e3^)ressioD 
de Tenergie. 

Soient /, m, n, l\ ni\ n\ /", m", n" les cosinus directeurs des trois 
dilatations principales D,, D2, D,. On sail que Ton a 

(jj:= 2WAiD,-+- 2m'/i'D,-h aw^/i'D,. 

Portons ces valeurs dans Texpression de a^ qui est, quels que soient 
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J el P, (7') ( |). 228) et (9) (p. 2119) 

Aa«z:zC(I)J-D,I,4-l),D..-hn^l),-lGi), 

ol nous Irouverons, loules reductions failes, 

~a»=z/M:(D;H-D,l),-D|D,-D,D,) 
(9) '! =^C(31);-3liD,-+-h) 



=,/*".. 
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ou 

et Ton doit prendre tous les signes -4- ensemble ou lous les siji^nes — , 
comme le nnontre la consideration des forces tangentielles. 

23. Ainsi le chanip ele'ctrique a, p, y determine en chaque point : 

I** La direction -» -> ^ de Tune des dilatations principales, 1),; 

2** L'exces de celte dilatation prineipale sur la somme des deux 
aulres, 2D, — I,, par Tequalion 

Ce sont la les seules relations fournies par la nature du milieu, par la 
loi de compressibilile du milieu. Quand on connait seulement la force 
a, ^. Y en un point, on ne pent rien dire sur la grandeur de la dilatation 
cubique I,, ni separement sur celles des dilatations principales D,, D2, 
1)3, ou sur la direction de ces deux dernieres dans le plan normal a D,. 
Ce sont les conditions de continuite du milieu qui seules achevent 
eette determination. 

Pour les trouver, il faut intcgrer les trois equations differentielles 
en u, r, sv que fournit la nature du milieu : 

i^Si la fonction ^ est connue, par la nature meme du milieu, on 
peut resoudre Tequalion en sens inverse, et Ton aura 



"-i-zln'-) 
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et, pour que ce soil une (iilalalion principalc, il faut que Ton ait 

[i«.<:'q(^4)l 



(» 



\d>r ()y ()z)\_()x dy 



d~z 



<^^')\ 



i* 



<).r dv 



()tt ()iy 
<).r ()z 






dj^ "^ OTv) "••• J yoTv "^ dy 



0^ 



l^thr Or i)z f\ d.r \()z 



dy) 



4 \dz 



~(h' 







du\ (dy _^ ^^"\\ 
Tz) Vd7- dy) I ' 



2** La (lireclion de la dilalation principale D, est ccllc dc la force a, 

3 - 

a / L dy ^ dz dx ^ -^ I 8 t: ^ ) J V>3 ^ rh' ) ^ \ dr (^^ / \dy d.rj s 
~ 1 1 d.r 



Jll' 


(hi 


^3 


().V 


f)n' 


dv 


()3 


Or 


(h' 


d^v 


<)v 


dz 



k 



'Ah' 



dM' du\ 



du\ /du dy\fdy '^**'W 
dj)'^' V77' "^ d^J \d^ "^ dy) \ 



i)u 
dv 



dw 



/dv 
\Tz 



di^ 
d. 

dy)\dx^dz)\ 



Voila les tiois cqnnlions qifil faiidrait inlegrcr pour avoirs, ^, ir, 
connai^sant a, ^, y <*t /( o^9^ )• 

II est bicn evident que celle integration ne doit pas etre abordee de 
front dans le cas general; c'est une nouvelle question a ajouter a toules 
cellos donl la Physique mnthemalique donne Tenoncc plus facilemenl 
que la solution. 

1/enonce general serait le suivant : 

Etant (lonnees en chaque point dc I'espace : 
I " La direction dc l*un des systemes de dilatations principales, 
2" Vne relation entiv les trois dilatations principales, 
Trouver les deplacenients correspondants. 

La difficulle sera plus ou moins grande, suivant la forme sous la- 
quelle sera donnee la direction de Tune des dilatations principales. 

Dans le cas particulier ou cette direction est partout normalc a une 
famille de surfaces I'aisant parlie d'un systeme triple orthogonal, il est 
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bien probable que les deux autres dilalalions prineipales seronl deter- 
ininees en direction par les deux autres families de surfaces, re qui 
avancera d'autant la solution du probleme. 

24. Ainsi lorsque la composantCY de la force est nolle partout, a, 
^ etant independants de 2, la dilatation D, parallele a z est evidemment 
nolle et la dilatation D, perpendiculaire a D, dans le plan xy. Les 
equations se reduisent alors a 

ir = 0, 






du di' 4 a3 

— -I — — ^ ^ 

dv ^ d 
comme il est facile de s'en assurer en remarqnant que Ton a 

|),-.^(1),~D,)4-I)„ l)^=:p(D,-I),) + l)„ 

? 

Cbangeantde variables ct posant 

dV dQ dP dQ 

dx Or dr Ox 

les equations a inlegrer sont 

et si les valeurs de a, ft sont continues et nullcs d'ordre convenable 
( suivant la fonction /) a Tinfini, P el Q sont donnes par 
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Je me suis decide ii publier des a present ce Memoire, sans altendre 
d*avoir termine les recherches complemenlaires que je viens d'in- 
diquer; malgre le caractere negalif des conclusions immediates, j*es- 
pere qu*il rendra quelques services en precisant Tordre et la nature des 
didiculiesde ce problenie, dont la solulion, abandonnee par Maxwell, 
reste encore a decouvrir. 
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plan (les xy, le point de vue elant le point de coordonnees 



.r = o, 



y = o, 



Z=zl. 



Designons par $ et yj les coordonnees rectangulaires du point m\ et 

posons 

s^^-hrii, So— i> — -ni- 
tons prendrons pour coordonnees du point mde la sphere lesquan- 
tiles imaginaires conjuguees s et 5©; ce point m de la sphere figure 

FIC- 3. 




Y/' 



ainsi laquantite imaginaires. A deux quantites conjuguees correspon- 
dent deux points symetriques par rapport au plan desxz; aux quan- 
tites imaginaires 5 et correspondent deux points diametralement 

opposes, etc. Soient a, p, y les coordonnees rectangulaires de m. On a 



tang - := om'z=i s/ssq^ 



el, par suite, 



sin^rzi 



I 4- Wo ^ 
I S-\-Sfi 



cos 9 



\Jsso 



C0S^=: ?, 

I 4- Wo 

I S — 5o 

sm9 = — . 



11 



y/sso 
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on en lire 

a = cos9Siny— > 



p=rsin9siny^— i 



y 



— — cos^ = 



SSo— I 



L'equiition du plan tangent a la surface 2) au point M sera par con- 
sequent 

(i) s{x — iy) -h5o(d: -I- ij) + {ssq— i)z — w, 

en posant pour abreger w = (i h- 5^0) D, D designant la distance de ce 
plan a Torigine. Si, dans celte 6qualion (1), nous regardons u comme 
une fonclion de s ct de So, le plan represenle par cette equation enve- 
loppe une surface el Ton peut regarder la relation 

M = 9(5,50) 

comme Tequation d*une surface dans le systeme de variables adople. 
Les coordonnees du point de contact du plan (1) avec la surface enve- 
loppe sont fournies par les equations ci-dessous : 

/ du du 



I -H SS 







Ou - du 

{9.) { . OSq OS 



I -h ss 







du , du 

ds " aA'o 



I -+- ss. 



II est facile d'etablir dans cc systeme les equations differentielles des 
lignes de courbure et des lignes asymptotiques de la surface. 

LiGNES DE COURBURE. — Uuc liguc dc courburc et son image spberique 
ontleurs tangentes paralleles d'apres une propriete importante et bien 
connue de la representation spberique. On aura done, pour une ligne 
de courbure, 

dx dy dz 

doL d^~~ dy 
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OU 

dw 4- idy dx — idy dz 

dx -hid^ ~~ doL — id^ dy 

Des valeurs ci-dessus de a, p, y» ^° ^^^^ 
Par consequent, on aura aussi 

dx -h iV// dx — idy dz 

ds — s^dsQ ds^ — si ds {sds^ -^Sods) 

dSfiidx -+- idy) — ds{dx — idy) -h dz{sdSo — s^ ds) 

dso(ds — s* dso) — ds{dso — si ds) -h (s^dsl— si ds*) 

Le denominateur de ce dernier rapporl est nul identiquement; on 
aura done, pour requation diflferentielle cherch^e, 

dSf^{dx -\- idy) — ds{dx — / dy) ■+- dz {sdso — Sods) ^zo. 

D'aiileurs, on a, pourles coordonnees d*un point de la surface, 

du 

X -h iy-\-sz = T- ' 
•^ dso 

du 
a:^iy^s,z=-^^; 

et, par suite, 

d(x -h iy) -h s dz:=— zds -h dl-^ji 
d{x — iy) -h Sodz = —- zdso-hdl -r- )• 

On en tire 

dso{dx 4- idy) — ds{dx — idy) -\-dz(sdSfi — s^ds) z=ids^dl'^ \ —dsdl-r- ) • 

L'equation diOerentielle des lignes de courbure sera done 
OU, en developpanl, 

^^^ ds*"' - dsl ***»• 
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LiGNES ASYMPTOTiQUEs. — L'equatiOD du plan tangent etant 

So(X -+-«>) 4- S{X — l» — (I — SSo) Z = M, 

on a, pour toute ligne tracee sur la surface, 

SQ{dx -¥- idy) -\- s{dx — idy) — (i — ss^)dz^:^o. 

Pour une ligne asymptotique, on aura en outre 

SQ^d^x ->r id*y) -^ s{d^x — id^y) — (i — ssQ)d^z =o 

ou, ce qui revient au meme, 

dsQ(dx-h idy) -h ds(dx — idy) -h {sdso-h Sods)dz=zo. 

En tenant compte des calculs faits plus haut, cette Equation s*ecrit 

^2zdsdSo^ds,d(^^^^dsd(^^ = 0, 

c'est-a-dire 

(du du ' 
d* u ds ^ ds 

Rayons de courbure principaux. — Pour une ligne de courbure, on a 

dx -^-i dy dx — idy dz . 

doL -h fV/j3 dix — id^ dy ' 

en appelant R le rayon de courbure principal correspondant. On en 
deduit 

-^ dx -\- i dy -\- s dz dx — idy -^ sdz 

dot -h id^ -^sdy dx — id^-i- s dy 

ou bien 

ds 2dso 

Eliminons le rapport ^ et remplagonszpar sa valeur; il vient, apres 
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quelques reductions, 



= o. 



2. Appliquon^ ceci aux surfaces minima. On sail que pour une telle 
surface la somme des rayons de courbure principaux doit etre null«. 
La fonction u devra done satisfaire a Tequation aux derivees partielles 

. . d^u du du 

( H- 55o) -r— T S-z ^0 3 \- U=zO, 

asdso as dso 

En diOerentiant par rapport a Tune quelconque des variables, on 
oblient les deux nouvelles equations 

. d^u d*u 

^ d^u d^u 

dont il est facile d'avoir les integrates generales. En effel, ecrivons la 

premiere 

d^u 



ds* dso s 

— r — • = o : 

d^u 14- sSq 



ds*- 

on en tire 

— ■=:{l^SSo)/{s), 

/(s) designant une fonction arbitraire de s. On tirerait aisemenl de la 
Texpression generale de u et les formules de M. Weierslrass. Je ne m*y 
arreterai pas. 

Je ferai remarquer seuleinenl que les equations (3), (4), (5) se sim- 
plifient beaucoup et deviennent respectivement 

(3)' As)ds^ = Mso)dsl 

(4y As)ds^-\-/o{So)dsl=:o, 

(by 4R*==(i-+-^^o)V(^)/o(^o), 

/o designant la fonction conjuguee de f. 
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nous n'avons qu'a remplacer a, do par leurs expressions 

as -\- h «„.Vo -f- ^0 

cs -h a To-VoH-^/o 

oil flo» '^o» ^o» ^'o sonl les conjnguees de a, b, c, d, el a egaler les eoelli- 
cienls de 5, 5o,«„. 

5. CouRBEs MINIMA. — On appelle courbe minima toute eourbc dont 
les tangentes rencontrent le cercle imaginaire de rinfini. La courbe 
etanl rapportee a un systeine d'axes rectangulaires et ^, v, z designant 
les coordonnees d*un point de cede courbe, la proprieteprecedente est 
exprimee pnr la relation 

« 

djc^ -I- dy^ -H dz^ ^ o. 

Toute courbe minima pcut etre consideree comine Tar^te de rebrous- 
sement de la surface developpable enveloppe d'un plan mobile qui 
resteconstamment parallele a un plan tangent au cone imaginaire 

r' -h /* -h i' rr: O. 

Kcrivons {'equation de ce plan sous la forme 

U)) :v -h iy — s^{x — iy) -+- 155 = —4 F(j). 

s designant le parametre arbilraire et F(5) une fonction quelconque de 
re paramctre. Les coordonnees d*un point quelconque de la courbe 
minima correspondantc seront donnees par les trois equations (9; 
et (10), 



(10) 

on en deduit 



( -- •.>,5(^- — £>•) -h 'i^ = — 4 F'(.?), 



. X --r. (I — 5') V\S) 4- 2.V Y\S) — 2 t\5), 

III) '\y — /(i -+-5') F''(.«) — 'lisY' {s) -^ 21 F(5), 

( Z ■=:'lSr{s)—'xV\s). 

Les formules precedentes sont dues a M. Sopbus Lie. Elles sont equi- 

j4nn. <ie t'Ec, /Vormalc, 3* Serie. Tome IV. - Aolt 1887. 3'J 
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Cette equation peul encore s'ecrire 

. , 5*(i -hcos9) — 2wsin6 — 1 -h COS0 
^ -^ iH- cos9 — 2i5Sin6 — 5*(i — cos9) 

a^cosd — I sln6(i -4- s^) 



I ~H COS0 — 2issin6 — .«*(i — cos 5) 

S¥{s) 

I -+- cos^ — 2tf sin9 — .?*(i — cos^)' 

ou 

I -+■ If cot- \ / * "^ wcol- 

s-ricoi-J y 5-m'coI- 

8F(5) 



I -4-COS0 — 2is»\n9 — s*{i — cos©) 

Posons 



on en tire 



. 6 

I -4- WCOt- 

. J' 

S H- / cot - 
2 



1 — «' COl - 

5' — / COl - 
2 



sin*-U'— -£COt- 1 ' '^ ^ 

et Tequation precedente pent s'ecrire 

(I '4) ^ 4- l> — y«(^ — l» -+- 2S'Z =— 4 !l|l£i] . 

dp 

La nouvelle fonction caracteristique est done, en supprimant ('ac- 
cent, 

F[y(5)] . 

di 
remarquons que la substitution liueaire a = a>(5) correspond a une 
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pour la valeur -——j Je la variable est idenlitiue a rensemhle des va- 

ieurs (le la meme fonclion pour la valeur s de la variable. 
Cela pose, supposons que la fonction F(s) verifie la relation 

c'esla-dire que la fonction F(.^) soil reelle. Dans ce cas, les for- 
inules (i5) montrent aussilot qu'a deux valeurs conjuguees de s, 
c'esl-a-dire a deux points de la sphere, symelriques par rapport au plan 
des xz, correspondent deux points de la surface, symetri(|ues par rap- 
port au meme plan. Si la fonction ¥(s) verifie la relation 



on verifie de meme qu'a deux valeurs lelles que ^ el ^ c'est-a-dire 

a deux points de la sphere, symetriques par rapport a Taxe oy, cor- 
respondent sur la surface deux points symetriques par rapport au plan 
des a-:?. La verificalion se fait plus aisement sur les formules.(iG). 
Pour abreger le langage, je dirai que dans le premier cas le plan 
des j::; est un plan de synielrie de premiere espece et un plan de syme- 
Irie de seconde espece dans Tautre cas. 

Remarquons que, si Y(s) prend des valeurs reelles pour des valeurs 
reelles de ^, la fonction est necessairement reelle et la surface syme- 
trique par rapport au plan d( s xz. La surface coupe le plan des xz 
suivant une ligne geodesi(|ue. Eile pent d'ailleurs clre coupee suivant 
d'autres courbes, mais ce sunt forcement des courbes doubles. II ne 
sulfit pas d'ailleurs que F(5) suit une fonction reelle pour que la sur- 
face coupe orthogonalemcnt le plan des xz\ il faut encore (|u*elle 
prenne des valeurs reelles pour des valeurs reelles de^. 

Si le plan des xz est un plan de symctrie de seconde espece, les 
courbes d^inlerseclion sont necessairement des courbes doubles. Knfin, 
si Ton a a la fois 

F(.v)---Fo(.v)--5'F(-i^, 
la surface est une surface double et ladislinction precedente disparait. 
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que la courbe Co doit etre symetrique de C par rapport a chacun de ces 
six plans; ce qui nous fait deux cas a distinguer. 

Rapportons le tetraedre aux memes axes que dans la premiere Partie 
de ce travail et soienl 



/*-^- w'-h v^--- o, 9(^ M, i>) -h v^— I ^(ty li) v) —-■ o 

les equations de la courbe minima C, oil nous supposons que les fonc- 
lions <p et 4^ sont reelles. La courbe conjuguee Co sera definie par les 
deux equations 



t^ -\- a*-i- 1^*= o, 9(/, £/, i^) — v'— I ^|>(^, w, i') ~ o. 

Supposons d*abord que les deux courbes C et Co soient symetriques 
separement par rapport aux six plans de symetrie; les fonctions 9 et 4^ 
devront verifier les relations 

9(— //, — /, V) — 9(/, U, V), lJ/(-tt, — ^ V)~l\t{t, li, i'), 

<f(t,i^,u) =z^{tyit,v), ^{t,i\u)- =v|/(^«,iO: 

il suit de la que ces fonctions seront des fonctions uniformes de 
/•-I- u^ -h v^, t^u^-h u^v^ -h /V^, tu{^, et la courbe minima C sera defi- 
nie par les deux equations 

t^ -{- li- -h i'* — o, 



les fonctions <I> et Y etanl reelles. 

Si les deux courbes C et Co sont symetriques Tune de Taulre par 
rapport aux six plans de symetrie du tetraedre, on aura au contraire 

.<p(M, /, r) — 9(/, M, r), ^(ii,t,i>) zz'.— i\,(t, li, v), 
9( — M, — ^r) — cp(^//, r), 4;(— M, — ^i') :.-. — ^(/, li, i-j, 
9(/, r, M) i=i9(^, «, r), v|/(^ r, «) m — '^(^, w, r); 

il en rcsulte que 9 sera de la meme forme que tout a Theure, mais on 
aura 
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(le premiere espece, el les six autres de seconde espe(;e. C'esl rinverse 
pour le Iroisieme cas. II y a encore lieu de distingucr le cas oil Y = o, 
qui donne des surfaces doubles. 

fcosaedre. — L'icosaedie donn*? lieu aiix meuies cas parliculiers que 
le letraedre. Soient Qi, R,, S, les (onctions enlieres oblenues en leu)- 
pla^ant x, v, :; par /, w, (^ dans les fonctions Q, R, S [voir premiere 
Parlie, formules (7), (8), (1 1 )]. La courhe minima C sera representee 
par Tequalion l^ -h u^ -f- v^^ = o, jointe a une des equalions 



^(/»-+- u^-h r% 0„ R,) f-v - ' ^V(i^-^ «'-f- v\ Q, Ri) :--- o, 

les fonctions <1> et Y elant reelles. Les quinze plans de symetrie sonl 
tous de pren»iere espece dans le second cas el de seconde espece dans 
le premier cas. Si Test mil, on a une surface double. 

Les formules precedenles ne donnent pas facilemenl sous forme 
explicile les coordonnees d'un point de la surface minima correspon- 
dante. D'un autre cole, on sail qu'une courbe gaucbe uigebrique n'est 
pas toujours Tinlerseclion comj)lele de deux surfaces, de sorle qu'une 
discussion speciale serait necessaire, si Ton voulait faire des applica- 
tions, pour les cas oil les courbes minima que nous venons de definir 
se decomposeraient en plusieurs courbes gaucbes analyliquement dis- 
linctes. Enfin, rien ne prouve que les expressions precedenles des 
fonclions (p et vp fournissent une solulion generate. La melbode sui- 
vanle ne presenle pns ces inconvenienls. Je la developperai successive- 
ment pour cbacun des polyedres reguliers. 

10. Tetraedre. — Je prendrai un systeme de coordonnees different 
de celui qui a ele employe jusqu'ici. L'origine elanl toujours le centre 
de la spbere circonscrite, je prends pour axe des 5 une des bauleurs de 
facon que le sommet, d*oii elle est issue, soil sur la parlie pnsilive de 
Taxe oz, pour plan des aoz un pliin conlenanl une des areles abou- 
lissant a ce sommel, el de telle sorle que celie arele soil dans 
Tangle xz. Les six plans de symetrie du telraedre parlagenl la spbere 
circonscrile en vingl-quaire lrianglesc7w?6'/<p/a/r^5egaux doni les angles 

sonl -') !"> '-• La Jig. f\ ci-apres represenle un de ces triangles ARC. 
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II exisle, comme on sait, douze mouvements de rotation qui font reve- 



2 7r 



nir sur lui-meme le tetraedre regulier; ce sont les rotations de -r^ au- 

tour des hauteurs et de 1: autour des droites joiguant les milieux des 
aretes opposees. Les substitutions lincaires correspondant k ces rota- 

Fig. /|. 




^-/ 



tions forment un groupe G d*ordre fini compose des douze substitutions 
ci-dessous : 



.y'z^.v, sx, 5 a*, 



V^-+-*i 



.■=i» 



y/a -+- (xs 



— i-f-5V^2 — i-+-a5V 



/: 



:^ ) 



2 



_, _, ^, 

- I -h Ol}s\J1 — I H- Syi — I -H 3LS\9. 



ay/'a -h .v a* (\^. -4- .v) a* (y/2 -^ sol) (x}(sjli 4- .va' ) 

— I 4- a*5y/2 — i-+-5y/2 — i -h a5y/2 — i -+- 3C*5y/2 



(x^=e 



3 



Ces substitutions sont coujuguees deux a deux. On pent prendre comme 
substitutions fondamentales du groupe 



^i{s) — se 



3 



9i('0 = 



y/2 -h.? 



1 



S^2 



27: 



-> 



doni la premiere correspond a une rotation de —^ autour de OZ et la 

seconde a une rotation de denx angles droits autour de OA. 

L'equation ay^^' — £ = o admel pour racines les v;deurs de s qui 



i 
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sont representees par les sommels du telraedre, en y adjoignant ^ = ac, 

5=—, ^=-7=' ^="r' 

V/2 \I2 V2 

Tequation 5(5' +- 2^2) = o donne les points diametralement opposes 
aux sommets du tetraedre 

5 1= o, 5 =1 — y/a , 5 == — a v'a , 5 = — a* y'^a . 

Enfin Tequation ^® — 5 v^5' —1 = donne les extremites des rayons 
passant par les milieux des aretes 

v/3h-i v/3-M ,V^-+-» 
5=- — — > 5— — a—d^ ) 5 = — a'-z:- 

Ces trois fonctions donnent lieu a Tidenlite algebrique 

Posons 

(17) H(5)=..^^!— -^3; 

si 5'= 9i(^) 6St une quelconque des substitutions du groupe G, on a 

(18) H[9,(^)] = H(5), 



et loute function analytique de 5, jouissant de la propriete exprimee par 
Tequation (18), est une siniple fonction de H(5). Remarquons encore 
les formules suivantes : 

Ces notions preliminaires rappelees, considerons de nouveau un 

Ann. de i'Ec. Normale. 3« Serie. Tome IV. — Septemore 1887. ^^ 
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dans le second cas, 

(21) Fo(5)z^F(5). 

Les conditions pr^cedentessont^videmmentsuffisaDles. Nous sommes 
ainsi amenes k cbercher les fonciions F, verifiant les relations (19) et 
une des deux relations (20) et (21). 

De la relation (18) on tire, en differentiant les deux membres, 

U'[?,(5)]^-H'(.); 

ce qui peut s'ecrire 

I I d^i 

W[^)]--W{r)'di' 

Nous voyons, par consequent, que la fonction ut— -: verifie les rela- 
tions (19), et toute fonction analylique F(5) verifiant les memes rela- 
tions sera de la forme 

T designant une fonction quelconque de H(5). 

Il nous reste a exprimer que F(5) satisfait a Tune des relations (20) 
et (21). Comme les coefficients de H(5) sont tons reels, on saiisfnit a 
la relation (21) de la faQon la plus generale en prenant pour T une 
fonction reelle quelconque, dans le sens precis que nous avons attribue 
a ce mot. 

Pour satisfaire a la relation (20), remarquons que Ton a 

on en deduil 

» / 1\_ \1'{S) 

s^ \ s)— H*(5)' 

Par suite, la fonction 
satisfait a la fois aux relations (19) et (20). Etant donuee une autre 
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qu*on oblient ainsi toules les surfaces minima algebriques ayant les 
symetries demandees. 

Nous obtiendrons les surfaces les plus simples en prenant pour T, 
ou T3 des fonctions rationnelles. La fonclion ¥(s) peut dans ce cas se 
mettre sous une forme un peudifferente. Soitr(5) une fonctionralion- 
nelle quelconque; posons 



1=1 



La fonclion R(5) verifie les relations (19). Soit en effet 9a(^) "ne 
substitution determinee du groupe 6» 

ait ^4- (3 At 

et soit 

?iis)= ": y (/=!, 2, ...13). 

yis-^-Oi 

Puisque la substitution 9^ fait partie du groupe G» ce groupe est 
identique au groupe de substitutions 9i[9a(^)]. On peut done ecrire 

i,(.,=2^lM.»<')]|[^]"'(^*)"' 

On a d'ailieurs 
et» par suite. 

Si R(^) verifie les relations (19), il en sera de meme des fonctions 
rationnelles 

Ro(0, -5«R^-i), -5«Ro(-^), 

comme cela r^sulte de Texpression generale des fonctions qui verifieut 
ces relations. Cela pose» les fonctions rationnelles 

R(5)4-Ro(^), 
RU)-^'r(-}) 



SUKFACES QUI ADMtTTENT TOt'S LES PLANS DE SYMETRIE, ETC. 27^ 

ploliques sont respectivement 

II -\- I (ill //o -^ 1 duQ 

u H- I du , .Uq-^ \ dtiQ 

±11 



oil H(^) = n, H(^o) = '^0- 

II. IcosAEDRE. — La recherche analogue a la precedente pour Tico- 
saedre presentanl a peu pres les memes cas parliculiers que pour le 
lelraedre, jc placerai celle etude immediatemeiit apres. Je prcnds pour 
orij]fine !c centre de la sphere circonscrile, pour axe dcs s une droite 
passant par un des soniniels, pour plan des.rc un des plans de syme- 
Irie passant par cet axe, de telle sorte qu'une arele ahoutissnnta ce 
sommetsoitdans Tangle xoz. Les quinze plans de symelrie de eesolide 
partagent la sphere en cent vingt triangles allernalivement egjuix et 

symetriques dent les angles sont-j ^> -'• Aux soixantc rotations qui 

2 O tJ 

font revenir sur Ini-meme I'icosaedre correspond un groupe fini G^ 
forme des soixantc substitutions lineaires ci-dessous : 

0/ * 

S — J 

s 

^i{ , „(£-h£M5-H£'' , 3 ,, 

'^= ^^-^v-(y^-7vj> (fX,V=z:0,.,.,3,4), 

/ ,. ^ — s^(£ -+- sM 37: . . 27: 

(c-h£*)5-h£' :> y 

On pent prendre comme substitutions fondamentales les deux substi- 
tutions lineaires 

/ \ / \ (e4-£M^-^Ji 



dont la premiere correspond a une rotation de-z^autour de oz et la 
seconde a une rotation de deux droits aulour d'un axe de symetrie 

j4nn, de I'jtc. Normalt, 3* Serie. Tome IV. — Septembrb 1887. ^'^ 
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binaire dans le plan des xz. Posons 

A =5(5*°4-II5*-- l), 

requalion A = o donne, en v joignant 5 = ao, les sommels de Tico- 
saedre 



-(^).'. 



.V=rO, OC, —I ^■^)^^ (V=:0, 1,2, 3, 4). 

L'equation B = o donue les extremites des rayons passant par les 
sommets du dodecaedre ou les centres des faces de Ticosaedre 

Enfm la derniere C = o donne les extremites des rayons passant par 

les milieux des aretes des deux polyedres. Ces trois polynomes donncnt 

lieu a Tidentite 

C* = i2'..V— B^ 

Posons 

1 2' \* 

(22) H,(5)=:— g^; 

celte fonction H2(^) jouit de la propriele exprimee par Tequation 

oil ^'— 9/(^) est une quelconque des substitutions du groupe Gj, el 
toute fonction jouissant de la meme propriele est une simple fonction 
de H2(^). 

Cela pose, considerons un sysleme de deux courbes minima con - 
juguees C et Co qui admet tous les plans de symelrie de Ticosaedre. 
On demonire absolument comme pour le letraedre que toule rotation 
qui fait revenir Ticosaedre sur lui-meme doit faire revenir la courbe C 
sur elle-meme. La fonciion caracieristique ¥(s) doit done satisfaire 
aux equations 

(2:1) F[9,(5)]^niF(5), 

Us 
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oil s'=rfi(s) designe une quelconque des soixanle substitutions du 
groupeGj. Nousvoyous, parunraisonnementexactementpareil a celui 
qui a ete fait pour le tetraedre, que I'expression generate des fonctions 
qui verifient ces conditions est 

oil 

h;(5)=^h,(5). 

II nous taut encore exprimer que le syst^me des courbes C el C^ admet 
le plan des xz pour plan de symetrie, ce qui exige que la fonction F(^) 
verifie une des deux relations 

(35) Fo(5)=F(5), 

(2^)) ^ _5«f(^— iWF(5). 

Pour que la fonction F(5) verifie a la fois les relations (24) et (2.5), il 
faut et il sufQt qu'elle soit de la forme 

^*, designant une fonction reelle quelconque de H2. 

Supposons en second lieu que F(^) veritie a la fois les equations (24) 

et (26). La substitution s' = fait parlie du groupe G.^ et une des 

relations (2^) sera la suivante: 



.F(-i) = F(.). 



Cette condition, rapprochee de la condition (26), nous monlre que 
F(^) ne pent elre une fonction uniforme, mais que les valours de cette 
fonction correspondanl a une meme valeur de s doivent etre deux a 
deux egales et de signes conlraires. L*expression gcnerale de ces fonc- 
tions F sera alors 

F(^)=ffr!(^v/57nM7)], 
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nientaire, V(s) aura en tout cent vingl poles du premier ordre; les 
formules de M. Lie donnent pour Tordre, la classe el le rang de la 
courbc minima les nombres 3Go, 122, 243. La classe de la surface sera 
egale a 48a el son ordre sera $ (36o)- = 1 29. Goo. 

Si r(s) a un seul pole du premier ordre sur un cole du Iriangle ele- 
menlaire,on aura, pour la courbe minima, 

= 180, i]^=z(j2j \{r=zl2-2. 

La surface minima sera de classe 242 et son dcgre sera i: ^2.400. Sup- 
posons que r(s) ait le seul pole s = o; pour que R(^) nc soit pas nul, 
Tordre de ce pole devra eire egal a un multiple de 5 augmenle de 4- 
Prenons 



ris): 


I 


> 


II' 


— A' 


BC 
.V' 



on aura 

F(.v)- 

X- designant un facteur constant. Les formules de M. Lie donnent, pour 
la courbe minima, 

la classe de la surface minima sera egale a 122 el I'ordre ^ 5i84. 

SuppoFons de meme que r(s) admetle comme pole du second ordre 

Textrcmite d'un rayon passant par un sommetdu doJecaedre regulier: 

on trouve 

H. (ll,^«) _ AC 

Pour la courbe minima correspondanlc, on aura 

la classe de la surface minima sera encore 122 el Tordrc _64oo. 

Enfin, si r(s) admel un pole du premier ordre a Texlremite d'un 
rayon passant par le milieu d'une arete, on aura 

., JI, ; AB 
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concJe a une rotation de deux angles droits autour de la bissectrice do 
Tangle xoz' . 

L'equatioD 5(5* — i) = o, si Ton y joint la racine 5= oc, donne les 
sommets de I'oetaedre 

o, 00, it I , -±. I. 

L*equation 5*4- i4^*+ i = o donne les extremites des rayons pas- 
sant par les sommets du cube : 

=i^ e » , (A- =1:1, 3, 5, 7); 

enfin Tequation ^**— 335* — 335* -1-1=0 donne les extremites des 
diametres passant par les milieux des aretes du cube : 

{±.\pi^\)e ♦ , (A: = o, I, 2, 3), 

e • , (A:'=i, 3, 5,7). 

Entre ces trois tonctions on a la relation 
Posons 

,• , , .^n— 335*— 335^-4-1 

I his) = y 

\ 6v/3.v«(5*-i)« 

(27) < ' 

lur^ I-//M* (5" -335»-33^*+i)* 



on aura 



/'(*).' 



/.(«)=- h{s), h(L-i'j=.- 

H.(«)= H,(.0, H,(i^)= H,{s), 

et, en general, si s'= ^/(s) est unequelconque des substitutions du 
groupe G,, on a 

(•■«») A[9,(5)] = ± h{s), 

(29) H,[9,(5)]=: H,(.v). • 

Toute fonction jouissant de la propriete expriinee par Tequation 
(39) est une simple fonction de H,(«). 
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Cela pose» considerons un systeme de deux courbes minima coiiju- 
gueesC, Co» et cherclions commenl on doit prendre la fonction carac- 
terislique ¥(s) de C pour que ee systeme admelle (ous les plans de 

symelrie de roclaedre. Toute rolalion de -^ aulour d'un axe ternaire 

doit faire revenir la courbe G sur elle-meme, mais une rotation de 

7 autour d'un axe quaternaire tel que oz ou de tz autour d'un axe 

binaire tel que la bissectrice de Tangle xoz peut amener la courbe C a 
coincider avec la courbe conjuguee Co. Remarquons seulement que la 

suite de ces deux rotations equivaut a une rotation de -^ autour d*un 

axe ternaire. Par suite, si Tune d'elles amene C k coincider avec Cot ii 
devra en etre de meme de la seconde. La fondion caracteristiqueF(5) 
devra done verifier Tun des deux systemes de relations 

(:^o) 



(3i) 






Pour que le plan des xz soit un plan de symetrie pour le systeme 
des deux courbes C, Co, il faut en outre que F(^) verifie une des deux 
relations 

(39,) Fo(5) = F(0, 

(33) _5'-f('-1) = F(5). 

Nous somnies ainsi ramenes a rechercher les fonctions qui verifienl 
un des deux groupes de relations (3o) et (3i) avec une des relations 
(32) et (33). On a done en tout quatre cas a examiner. 

Dos relations (29) on conclut, en difTerentiant, que la fonction „> > 

ou 

h;(5) = ^h,(*), 
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satisfait aux equations (3o), et toutc fonction verifiant les memes re- 
lations sera (le la forme 

Pour qu'elle verifie en meme temps Tequalion (32), il faut et il suC- 
fit que Tsoit une fonction reelle. Pour qu'elle verifie la relation (33), 
il faudra que les valeurs de Ysoient deux a deux egales et de signes 

conlraires; en effet, la substitution s' = faisantpartiedu groupeGi, 

les equations (3o) entrainent la suivante : 



^K-J) 



F(.0. 



II nous reste a combiner le systeme (3i) avec Tune des formules 
(32) et (33). Je remarque d'abord qu'une rotation de it autour de ov, 
qui est un axe de symetrie quatcrnaire, doit faire revenir la courbe C 
sur elle-meme; par suite, les formules (3i) donnent, en consequence, 



.F(-i) = F(.). 



Supposons, en outre, que Y{s) veritie la relation (32); on aura 
aussi 

et les formules (3i) pourront etre remplacees par les formules ci- 
dessous : 

(3i bis) ■F(i5)=-/F(5), F(i^)=^-^-^F(.). 

Des formules 
on tire, en differentiant, 

ih\is)^--h\s\ h'(^-^^\ -^^=-^'(5), 

^ ' ^ ^' \I -1-5/ (H-5)* 
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et, par suite, 

I — / 19. I 



<S) 



Nous voyons que la fonction yr—. salisfait aux relatioDs (3i) et (3^) 
et Texpression generale d'une fonction satisfaisant a ces relations sera 



la suivante 



t'U) = 7r7^^-[H,(5)], 



Y designant une fonction reelle quelconque. 

Enfin, supposons que ¥(s) verifie les equations (3i)el (33). Nous 
avons deja remarque que les equations (3i) entrainent la suivante : 



.'F(-i) = F(,). 



qui, rapprochee de la formule (33), nous montre que les valeurs 
de F(s) seront deux a deux egalcs et de signescontraires. 
Les relations (3i) pourront alors s'ecrire 

F(«) =±/F,(,). F(i^) =± ^-^,F,(.0. 
Posons 

La fonction/(5) devra satisfaire aux relations 



/(^v) = /o(.0, /(^^^=.Ms); 



Texpression generale d'une telle fonciion est 

T designant une fonction reelle. 

Ainsi, on obtiendra une surface minima admettant tous les plans de 
symelrie de I'octaedre en remplagant dans les Jormules (i 5) F(5) par une 
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fonction ayant Vune des formes suwantes : 

(i) F(,9)=jj^^-,[H,(.)], 

(11) F(.0-^^,[H,(5)]. 

(Ill) f(5)=:^v^;[77k:o1, 

^',, ^2, T3 (iesignant des/onctions reelles, 

(IV) *'(')= H^)V^'*'*t"«('^^' 

Y4 desigriant une fonction quelconque. 

Dans le cas (I), les neuf plans de symetrie da cube sontpour la surface 
des plans de symilrie de premiere espece; ils sont tous de seconde espece 
dans le cas (IV). Dans le second caSy les Irois plans paralleles awr faces 
du cube sont des plans de symetrie de premiere espece et les six autres sont 
de seconde espece; c'est rins^erse dans le troisieme cas. 

Si F(.y) est de la forme 

(V) F(.)z^jj^^v/5^[H;(7r], 

M^*3 designant unc fonction reelle, lesformules (3o), (3i), (32), (33) sc- 
rant verifiees a lafois, et Von aura une surface double. 

On aura encore aulant de surfaces algebriques qu'on le voudra re- 
pondanta la question, en prenantpour lesTdesfonctions algebriques. 
La fonclion ¥{s) ne pourra etre rationnelle que dans les cas (I) et (II). 
On peut mellre alors Y{s) sous unc forme un peu differente. Dans le 
groupe G^, considerons le sous-groupe g forme de la manieresuivante. 
Les substitutions fondamentales du groupe G, etant 

toute substitution de ce groupe sera de la forme 
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les substitutions, pour lesquelles la somme 

est un nombre pair, Torment un sous-groupe g de douze substitutioDs 
qui reproduisent la fonction rationnelle h{s)^ groupe qui est identique, 
en realite, avec celui du tetraedre. Designons par 1^/(5) una quel- 
conque de ces substitutions; on obtiendra le groupe G, en combinant 
les substitutions de g avec une des substitutions f, et 92- 

Cela pose, soit r{s) une fonction rationnelle quelconque; posons 



R(,)=2'-[-'W]-^; 



1 = 1 



ds 

la fonction ainsi obtenue R(5) satisfait aux relations 

ds 

La fonction 
verifiera les relations (3o) tandis que la fonction 

verifiera les relations 

Finalement les fonctions rationnellcs 

verifieront respectivement les relations (3o) et (3i) avec la rela- 
tion (32). 

Inversement, on obtient ainsi toutes les fonctions rationnelles veri- 
fiant ces relations, et Ton pent meme supposer que r{s) n'admet pas 
de poles en dehors d'un triangle elementaire sur la sphere. 
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Si r(s) a un seul pole du premier ordre a Tinlerieur du triangle ele- 
mentaire, on aura, dans les deux cas, pour la courbe minima corres- 
pondantc, 

La surface minima sera de 194* classe, et Tordre sera 

^(i44)'= 20.736. 

Si r(s) a un pole du premier ordre sur un cole d'un triangle elemen- 
taire, on aura, pour la courbe minima, 

0=172, C=:26, R=:5o; 

la surface minima correspondante sera de 98® classe, et Tordre sera 

£5i84. 

Enfm, si r(s) a un p61e en un des sommels d'un triangle elemen- 
taire, nousdislingueronslesdeux formes de la fonction rationnelle F(5). 
Supposons d'abord que F(5) soil de la forme (I); les trois surfaces 
les plus simples que Ton puisse obtenir correspondent aux fonctions 
suivantes : 

,0 vf.^- Ht(^)[H , (5)-i] _ (5^>- 335'- 335^-4- i)(,»+ 14,4.^ i) 
^^'^- ^H', -^ 5'(5*-i)» ' 

pour la courbe minima correspondante, on a 

= 3o, C = 20, R zz: 26. 

La surface minima que Ton en deduitsera de 5o* classe, et Tordre 
sera £900. 

17/ x_ Hi(^) _^ (^^«~335«- 335^ -+-1)5(5^-1) 

pour la courbe minima correspondante, 

01=32, C = i8, R = 26. 

La surface minima sera encore de So"" classe et d'ordre £1024* 

Qo i7/.x_ Hi(^)~i __, j{s'-i){s^-hi!is'-hi) 

^ ^^'^- H;(5) -^ ,.i«_335»-335*-4-i • 



\ 
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les foDctions caracteristiques des courbes minima conjuguees sont de 
la forme 

II suit de la que, si une fonction oiise a la place de ¥($) dans les for- 
mules (i5) donne la meme surface que F(^), elle est necessairement 
de Tune des deux formes precedenles. Or, si nous remplagons ¥(s) par 
F(^) -f- As^-h 2B5 -f- C dans les formules (i5), lescoordonnees.x*, j, :; 
sont augmenlees respectivement de 

la leltre R designant la partie reelle d'une quanlitc imaginaire. Si la 
surface est algebrique, pour qu'on relrouve la meme surface, il faut el 
il suffit que A et C soicnt conjugues et que B soil de la forme ilV, K 
etanl reel. 

On Irouve les memes conditions en prenant la seconde forme. Ainsi, 
les seules fonctions qui, mises a la place de Y{s) dans les formules (i5^, 
donnent la ni6me surface minima, sont comprises dans I'une des deur 
expressions generales 

F(5)-hA52+2/B5 4-Ao, -52Fo(— j'j-f-A^^-haiB^+Ao, 

A et Aq e'tant conjugues et B etant reel. 

Cela pose, si la surface represeniee par les equations (i5) admet le 
plan des 0^3 pour plan de symelrie, il est evident qu'on obliendra la 
meme surface en parlant de la courbe minima symelrique de la pre- 
miere par rapport au plan desa?^. Cetle nouvelle courbe minima ayant 
pour fonction caracleristique^ comme il a el£ vu plus baut, 



-<-o 



il faudra que Y{s) verifie une des deux relations 



(34) 



— 5«f(— jWF(5)-tAs»+2tB5-(-Ao, 



(35) -s« v(- i^ =:-5*f/— j) 4- A«'-H 2tB«-- Ao, 
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el cette condilioD est suffisante. Nous nous sommes bornes, dans ce 
qui precede, a considerer le casparticulier oil 

Jc dis maintenant qu'on a toujours le droit de faire cette hypothfese 
lorsque la fonction F(^) est algebrique. En effet, considerons une fonc- 
lion algebrique F(s) veriQant la relation (34); le changement de s en 

donne Tequation 

Y{s)= — s^F(—j\ — k-\-2 iBs - koS\ 

et celic-ci, combinee avec la premiere, donne 

T{s) = F{s) -f- (A — Ao)(5*— I) -4- 4«B5. 

Toute fonction F(s) verifiant cetle relation sera necessairement //vz/i^- 
cendante et non uniforme, a moins que Ton n'ait k la fois 

A = Ao, B = o. 
La formule (34) devient alors 

(34 his) _5«f(^— iWF(5)-hA(5*-hi). 

Posons maintenant 

f{s) 1= F(5) H- X,9» 4- 2 t>5 4- Xo» 

X et \ etant conjugues et [x etant reel, ce qui ne change pas la sur- 
face. On aura 

=:F(5) -t- A(5'-4-l) — X-t-ajfA5 — Xo«', 
= /(5) + A(5'4-l) — (X4->,)(n-i*), 

Cette relation se reduira a 

-^y(-^)=/(.o 

pourvu que Ton prenne X 4- Xp = A. 



'*^''^ 
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La fonolion F(s) verifie la relation 

et, en posanl 

/(5) = is arc lang,? -h /.v- t- 2 1 fx.? r- Aj, 

on n*aura jamais 

-.,V(-1) ---=/(•'). 

Cependant la surface correspondante admet Ic plan des ocz pour plan 
dc symelrie. Cela resulte d'une des propositions precedentes. On pen I 
ici le verifier directement sur les expressions des coordonnees : 



.r = U 



'2 I - 



(i-H.v')v 



,, , a ( ,v' — I ) 



r-wXi — .9-) 1 

:? -- l\ - — " - -- '\ I arc lan^.v . 

Quand on change s en , x viz ne diangenl pas, v change de signe. 

i i. On demonlre par des considerations analogues que les formules 
ohlenues precedemment representent unites les surfaces minima^ reelles 
et algebriqiies, admetlant la symetrie d'un polyedre regulier. La de- 
nionstralion se faisant de la meme fagon dans les trois cas, je la deve- 
lopperai seulement pour le letraedre. 

Soit V{s) une fonction algebrique, telle que la surface minima repre- 
senleepar les equations (i 5) admelte les plans de symetrie du tetraedrr 
regulier; F(s) est la fonction caraclerislique d'une courbe minima, 
(lette courbe minima ne revient pas necessairement sur elle-meme 
quand on lui fait subir une des rotations qui font revenir le tetraedre 
regulier sur lui-meme. Mais, apres une (juelconque de ces rotations, 
elle doit revenir congruente a elle-meme; cela tient a ce fait que ees 

rotations sont de -:^ ou resultent de la combinaison de pareilles rota- 
tions. Apres une rotation de ^ autour de OC. (voir y?^. /j), on aura 



X 
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(lone 

a- V ( a.v) — V(s) -1- «.v^ -+■ •« /^A" -r ^o» « -" <■ ■' » 

a el rto elant eonjugues el b elanl reel. Changeons dans cetle formule s 
(Ml a.v, puis en a^^; il vient 

x^V{x-s) —V{xs) -hfi{xsy 4- rj//;(a.v) -i ff^n 

Mulliplions la premiere dc ees relalions par a*, la seeonde par a el 
ajoulons; nous trouvons : 

X- V(s) =: a' F(,v) -I- as^(ar ~h x -\- i) -r-6ilt a-.v 4- r/o(i -h 5{ 4- a*) 
- a- F(.9) -i- Gibx^s, 

Puisque par hypolhese F(.v) est algd'brique, il faudra que Ton ail 
el \\\ relalion eerite plus haul devienl 

a - F ( a .V ) — F ( s ) -\- as- 4- a^, . 
Posons 

h\ (S) =L F(.v) -i- A 5- 4- 2 I'lJLS 4- /(„ 

A elA„ designant deux quanliles conjuguees el (jl etant reel; on aura 

a' Fi ( a 5 ) = a- F ( a 5 ) -I- /. a .v- -h 2 / jjl .v 4- }.o a " 

= F ( 5 ) 4- fl^.v- 4- a^i -f- }. a 5^ 4- 2 « fx .V -+- Aq a- 

-- F, (.v) 4- ^/.v- 4- r/o 4- >. ( a — i).9"^4->.y(a--- i); 

pour que Ton ail 

a'F,(aA')--- F,(.v), 



I nous sudil de prendre 



,i 



A — > A„ -- 



a -- I a*— I 



On peul done loujours, en faisant siibir a la courbe minima une trans- 
lation imaginaire (ee qui ne ehange pas la surface minima correspon- 

daule), Vamener dans une position telle quune rotation de -^ autoin 

dc OC la fasse revenir sur t'llc-nu^me. 



•A 



*. 
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Considerons mainteiianl une rolalion de t: autour de OA. I^a fonr 
lion ¥(s) devra satisfaire a la nouvelle condition 

.__.^ _v P ( - -* — I — y (s) -h A.v' ^- '.w H.v -r- \„ ; 

rliangeons dans cctte relation * en - — - -p* elle devienl 

-If- .sy? 



-3 



v/. 



( — 14- .V \'':i ) 

el celle relation, eombinee avee la premiere, nous donne 



— I -T- S\9.) 



— — > 



V(s) - F(5) 4- A55 -f- 2 /B.9 4- Ao 

• A(v^-f-.?)*4- 3/B(v/5i 4-.0(— I -r .9v 2.)-l- Ao(-- 1 -H.^v^)' 



— - m 



^) 



Puisque la fonclion F(s) est algebrique, le trinome du second degre 

3 A s^ 4- Ge'B.v 4- 3 Ao — A (y'v, -h .v)' — 2 /B(v/!< ■ h .v) (— i -r- .<? \/2 ) ~~ A,/-— i - ;- .v \ » f 

doit etre idenliquement nul. On a ainsi les trois conditions 



2 A — 9. t'B V A — 2 Ao ^^ o, 

'.? Ao 4-2 /B V ■^' — 2 \ =0, 
4 f B -h 2 A v'?. — 2 Ao v^2 ^= o, 



qui se reduisent a une seule 



A — Ao~ / B v^2 -r^ o. 



La suite desdeux rotations de ,-- autour de OC et de it autour de OA 

esl equivalente a une rotation de -^ auiour de OB. D'apres ce qu'on 

vicnt devoir, on pent loujours, sans changer la surface correspondante, 
aniener la courbe minima dans une position telle qn*une rotation <!(' 

-j- auiour de OB la fasse revenir sur elle memo. Supposons qu'on ait 



0^^ 
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effectiie cettc transformation, il en resulte de nouvelles relations entre 
lesconslantesa, a^. A, A^, B. Dansregalite 

.. ^ - F —^ r- 1 F<.n -h A.v^-h aHJ.vH- A,., 

cliangeons^ en a^ et divisons par a; il vient 

— .^ — - hi r: 1 - y- h ( 3c.?) 4- A a,s- -i- ? / B.v }- A 

— F(5) 4- as- 4- ^0 -•- A o:s- -\- :>. /B.v -\- A© a^ 

Mais, puisque la courbe revient sur elle-meme apres eette suite dv 
deux rotations, il faudra que Ton ait 

a 4- A a ^=^ o, B 1= «), Ao a- -}- ^o -'" *». 

Comme on a deja 

A — Ao — /B \/3 — (), 

on deduit de la que A sera reel el Ton aura 

r/ =r — A 3c, ^0 - — A a^. 

Posons de nouveau 

F,(a") — F(,v) 4- ?..v*4- \ii[xs H- >.o, 

X etXo etant conjugueos el tji elant reel. Pour que la Ibnction F, ve- 
rifie les relations 

'^ \ — r ~\- s\-9./ 

on trouve par un calcul deja fait que X, Ao, u. doivent verifier les rela- 
tions 

>.-i-/o=A, >.o— )' — rM'ix^/i -- o, ^/4-/.(a — i) — o, o^,-\- /.(at-— i ) — o. 

On lire des deux dernieres 



— a . X . .a* 



A — - — -" A > An-: \ 



a - I a — I ' a* — I 
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oi ces valeurs verifient bien la relalion 

). 4-).o — A. 

On peut done, sans restreindre la generalite, prendre tine courbe 
minima qui revient sur elle-mime par toiUes les rotations qui font reve- 
nir sur lui-mSme le tetraedre reguUer. 

La Tonction caracteristique de la courbe minima sera done de la 
forme 



¥{s)^- 



n\s) 



»rLH(,v)]. 



Les Fonctioiis caracleristiques de Lt courbe minima conjnguee et de 
la courbe minima symetrique par rapport au plan des .vz seronl res- 
pectivement (voir n"* 6 et 10) 



1I'(.V) *1H(5)J' \\\s) 



Jiu-). 



Pour que la surface minima admclte le plan des xz pour plan de syme- 
trio, il faudra done que Tune ou I'autre des deux relations suivanles 
soit veiifiee : 



»t-[H(5)] =-- 



H'(-0 

"'J^irf -L 
'W{s) l.H(A' 



1I'(5) ^ 

H'(.0 



ri(7)J 



H'(5) 



1^ 



H(*) 



as^-\- libs -H flTu, 



-\- as^-\- 1 ibs -h GTo. 



Dans les deux cas, le Irinonie as^ -^ libs -\- a^ serail cgal au produit 
(Je yjT/— par unc simple fonclion de H(5); ce qui est impossible. II 
faul done que Ton ail a = A = ^o ~ o. 

15. Surfaces NONALGEBRiQUES. — II ne nous reste plus qu'arecherelier 
des formules generales pour les surfaces non algebriqucs possedant la 
symetrie demandee. Les relations (34) et (35) qui expriment que la 
surface est symetrique par rapport au plan des xz prennent une forme 
beaucoup plus simple, quand on prcnd au lieu de F(j) la derivee 
troisieme rf (5) = ^"{s) et qu'on emploie les formules (16) pour repre- 
senter les coordonnees d'un point de la surface. Cest ce que nous 
ferons desormais. 



i 
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Sur la surface minima rcelle representee par les formules 

.r::.:i[\[j'{l-S^')ri{s)dsl 

r-:.-i\[ l'i.{i-\-s^)ri{s)dsl 

* 

il exisic deux faisceatix de cotirbcs minima congruenles ayant rcspcc- 
livement pour fonclions caraeteristiques 

II est naturel de prendre ^(s) pour fonction caracteristique d'un 
sysleme de courbes minima congruentes. car a une fonction ^(s) cor- 
respondent une infinite dc courbes minima toutes congruentes entre 
elles. Nous avons deja vu plus haul (n'* 6) que le faisceau symetrique 
du precedent par r.ipporlau plan des xz a pour fonction caracteristique 

et le faisceau que Ton deduit du premier par une rotation 



.n.(»)i(S)* 



oil s' = (^(s) designe la substitution inverse de celle qui correspond a 
cette rotation. 

Si la surface est symetrique par rapport au plan des .rz, le faisceau 
symetrique du premier par rapport a cc plan doit coincider avec ce 
faisceau lui-meme ou avec son conjugue. II faut done que la fonc- 
tion -i(s) verifie Tune des deux relations 

I -?■'(- = ■*'■"• 

(30 ) I ' ^ 

dontia derniere pent aussi s'ecrirc 

' (3;) r,,(s)-:=.:f(s). 

Les conditions precedentessontnecessaires; sont-elles suffisantes? Sup- 
\ posons, par exemple, que la premiere relation (3G) soit verifiee. On 
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obtient deux surfaces minima symetriques Tune de Tautre par rapport 

au plan des xz en prenant suceessivement ^(s) ^^ — ^''^(— j) ^^"^ 

los formules (i6). La relation (36) exprime que ces deux surfaces sonl 
rongruentes. Elles sont done a la fois symetriques et congruentes. Si 
elles sont algebriques, elles auront forcement un plan de symelrie 
parallele au plan des .re; mais il n'en sera pas necessairement ainsi si 
la surface est periodique. On verrait de meme que la condition (37) 
est simplement necessoire, si la surface n*est pas algebrique. Ainsi /es 
conditions necessaires (36) et (^'j) ne sont sujj^sanles, en general, que si 
^{s) est la derii^ee troisieme d' une fonction algebrique. 
Prenons, par exemple, pour ^{s) la derivee troisieme de 

F(.v) = (.?arclang5)(i -h /); 
on a 

— .9*F^— M=:5(n-/)arclangf— M 

— 5(1 -h i) arclang.v -h ikr. -f- -' \s{\ 4- 

et, par suite, 

Si Ton prend pourF(5)la fonction precedente dans les formules (1 5), 
la surface oblenue n'admel pas le plan des xz pour plan de symetrie. 

Quand on change ^ en » .r ne change pas de signe, y change de 

signe, et z augmenlc de t. Get exemple montre bien que les condi- 
tions (36) ne sont que necessaires. 

Pour abreger, je dirai qn'un plan P est un plan de pseudosymein'r 
pour une surface S lorsque la surface S', symelrique de S par rapport 
a ce plan, est en meme temps congruenle a S. Les relations (36) et ; 

(37) expriment precisement que le plan des xz est un plan de pseudo- 1 

symelrie pour la surface represenlee par les equations (16). II y aura ^ 

encore lieu de dislinguer deux especes de pseudosymetrie pour une sur- 
face minima. Si la premiere relation (36) est verifiee, chaque faisceau de 



1 
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de pseudosymetrie de premiere espece 

^2 designant une fonction quelconque. Les six plans de symelrie du 
tetraedre sont pour la surface des plans de pseudosymetrie de seconde 
espece. 

Si la fonction Y^ etait reelle, les deux faisccaux de courbes minima 
de la surface seraient confondus, et Ton aurait une surface double. 

IcosAfeDRE. — On a deux formes differentes pour^(f): 

(I) ''?>)-[H;(5)]'^r,[H,(5)], 

Tf designant une fonction reelle: 

Ta designant une fonction quelconque, et Ha ayant la valeur don nee 
plus haut (n*^ H). 

Les quinze plans de symetrie de Ticosaedre sont, pour la surface mi- 
nima, des plans de pseudosymetrie de premiere ou de seconde espece 
suivant que ^(s) est de la forme (I) ou de la forme (II). Si, dans la 
forme (II), on prend pour ¥2 une fonction reelle, on aura encore une 
surface double. 

« 

OcTAtDRE. — La fonction ^(s) peut prendre quatre formes differentes : 

(I) .t(o = [h;(.v)]'U'\[ii,(.)], 

(II) '^\^) = [/^' (*•)]* ^i'«[iii(^0]. 

(III) ri(s) ^ [h' {s)-\\f^\{ih{s)i 

T,, Yo, T3 designant des fonclions reelles; 

(IV) i(.v)=:[H;(s)]%/tt;|;ii,(,)j, 

^4 designant une fonction quelconque. 

Les fonctions H,(5), h{s) ont les memes valeurs que plus haut, et 
la distinction des differentes especes de pseudosymetrie se fait comme 
au n^ 12. 
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Qiiand on aura pris pour ^(s) une ronction de Tune des formes pre- 
cedentes, il y aura encore lieu d'examiner si les plans de symelriedu 
polyedre regulier sont des plans de pseudosymelrie pour la surface ou 
de verilables plans de symelrie. Ces plans sont toujours de veritables 
plans de symetrie dans un cas ires general et tres important, auquel je 
me bornerai maintenant : c'est celui oil la surface admet des lignes 
planes geodesiques silueesdans les plans de symetrie du polyedre. 

17. Surfaces a lignes planes geodesiques. — Reportons-nous aux 
formnles generales (iG) de M. Weierslrass, et supposons que la fonc- 
tion J(^) prenne des valeurs reelles pour les valeurs reelles de s com- 
prises enlre deux limites a et b. En prenanl convenablemenl les con- 
stanles d'integration qui figurent implicifement dans ces formules, on 
aura, pour toutes ces valeurs de 5, r = o. La surface minima est done 
coupee par le plan des xz suivant une cerlaine courbe C, le long de 
laquelle le plan tangent a la surface est parallele a oy. C'esl done une 
ligne geodesique de la surface minima; et, inversement, si le plan des 
vz coupe orlhogonalement la surface minima suivant une certaine 
courbe C, la fonction cf (5) prendra necessairement des valeurs reelles 
pour les valeurs reelles de centre certaines limites. S'il en est ainsi, 
.i(s) sera une function reelle, et elle prendra des valeurs conjuguees 
pour des valeurs conjuguees de s. A ces valeurs conjuguees 5, s^ corres- 
pondront pour y des valeurs cgales et de signes contraires, car I'inte- 
grale 

sera necessairement une fonclion reelle d'apres la fa^on dont nous 
avons choisi la constanle d'integralion. On deduit de la le ibeoremc 
suivant de M. Wei erst rass : 

Si line surface minima admet une ligne plane geodesique, le plan de 
cette courbe est un plan de symetrie pour la surface, 

Au contraire, supposons que, pour des valeurs reelles de s, com- 
prises enlre certaines limites, iS{s) prenne des valeurs reelles. En 
cboisissaut convenablement les conslanlcsd'inlegiation, on aura, pour 
toutes ces valeurs de ^, .t = o, z = o, et la surface contiendra Taxe ay. 
Inversement, si une surface minima reelle contient I'axe oy ou une 
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riquc dont les angles sont connus, Ics sommets des deux triangles se 
correspondant. Sans entrer ici dans tousles details de la demonstration, 
il est bien aise de s'en rendre eompte au moyen des considerations 
deja employees. L'image spherique de la portion de surface cherchee 
se compose evidemment d*un triangle spherique dont les cotes appar- 
tiennent a trois plans connus, Tun parallele au plan donne, les deux 
autres perpendiculaires aux droites donnees. De ces trois cotes deux 
correspondent a des lignes asymptoliqucs, et le troisieme a une ligne 
de courburo. Ornoussavons que, en posant 

les lignes de courbure sont donnees par la formule 
et les lignes asymptoliques par la formule 

r.(s) ±1 ir.oiso) — C. 

Autrement dil, lorsque le point s decrit sur la sphere Timagc d'une ligne 
de courbure, le point u = t.(s) decrit, dans son plan, une parallele a 
I'axe reel ou a Taxe imaginaire, de sorte que les transformees des lignes 
de courbure donnent, dans le plan des w, deux faisceaux reclangulaires 
de droites. De meme, les images des lignes asymptotiques seront des 
lignes droites inclinees a 45° sur les preccdentes. On voit done que, 
lorsque s decrit le contour du triangle precedent, u decrit, dans son 
plan, le contour d'un triangle rectangle isosccle; par suite, la fonction 

fournit V Ahbildimg sur ce triangle rectangle isoscele du triangle de la 
sphere ou do sa projection stereographique. 

Reciproquement, si la fonction 7z(s) salisfait a cette condition, en 
prenant, dans les formules de Weierstrass, 



•^<"=r-s^]* 



on aura une surface minima repondant a la question. Remarquons que 
les angles du triangle spherique, adjacents au cote qui correspond a 
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rhypotenusedu triangle rectangle, doivent etre moindres que -• Soil, 

en efTet, ^ = a un pareil sommet; si Tangle du triangle spherique etait 
superieur a -y dans le domaine du point 5 = a, on aurait 

7r(5) = ^ 4- {s — a)^[Ao-h Ai(5 — a) 4-. . .], Ao^o, 

oil X < ^ et par suite 

.f(5) — (5 — a)«>-2[Bo-+- B|(5— rt) 4-.. .], oil Bo^o, 

etles formules(i6)nous montrent que x^ j, z nepourraient conserver 
en ineme temps des valeurs finies pour ^ = a. 

Si l*on prend la portion de surface symetrique de la portion obtenue 
par rapport au plan ou par rapport a Tun des segments de droite, on 
obtient le prolongement analytique de cette surface. En continuant 
ainsi indefiniment, on obtient une surface minima analytique formee 
d'une infinite de portions egales ou symetriques. II suit de la que, si le 
plan donne est parallele a un des plans de symetrie d'un polyedre re- 
gulier et les deux droites |>erpendiculaires a deux autres plans de sy- 
metrie du meme polyedre, la surface minima analytique ainsi obtenue 
admettra une infinite de plans de symetrie paralleles aux plans de 
symetrie d'un polyedre regulier. On pent dire encore qu'elle admet 
les plans de symetrie d'une infinite de polyedres reguliers tons con- 
gruents entre eux. 

Nous sommes done amenes a effectuer Tapplication conforme surun 
triangle rectangle isoscele d'un triangle spherique limite par trois 
plans de symetrie d'un polyedre regulier ayant deux angles inferieurs 

a -• Comme les plans de symetrie du tetraedre appartiennent aussi au 

cube, nous pouvons nous borner a considerer les deux cas du cube et 
de ricosaedre. 

A chaque surface ainsi obtenue s'eu ajoute une autre repondant a la 
question, qui est Vadjoinie de la premiere. Cette surface est formee, 
comme la premiere, d'une infinite de portions egales ou symetriques. 
On pent obtenir cette surface en prenant, comme plus haut, une por- 
tion limitee par une droite et deux plans et formant les repetitions 
symetriques indefiniment. 
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La meme fonction resout done le probleme pour les quatre triangles. 
Remarquons sculement que les deux triangles rectangles abc, cef (\\3\ 
correspondent aux deux triangles ABC, CEF sont places de la meme 
fagon, tandis que les deux triangles ace^ acd ont leurs hypotenuses 
qui font un angle de 45*" avec I'hypotenuse des premiers triangles. 
D'apres ce qui a ete dit plus haut, pour ramener ces deux triangles a 
avoir la meme disposition que les premiers, il faudrait multiplier la 

fonction r.{s) par (— i)» ou ^{s) par i\ ce qui revient a prendre la 
surface adjoinle de la premiere. Nos quatre triangles fournissenl done 
en tout deux surfaces adjointes Tune de Tautre. 

On obtiendra la fonction cf(^) correspondant a ces surfaces en effec- 
tuant VAbhildungdu triangle d'arcs de cercle ABC sur un triangle rec- 
tangle isoscele. Pour eflectuer eel Ahbildimg, il est commode de passer 
par rintermediaired'un cercle ou, ce qui revient au meme, d'un demi- 
plan. Soit / la variable qui est representee par un point du demi-plan 

auxiliaire. En posanl 

r' dt 
"= / -i 3' 

^0 t'id^ty 



on applique conformement le demi-plan positif des t sur un triangle 
rectangle isoscele du plan des u ayant le sommet de Tangle droit a Tori- 
gine et les coles diriges suivant les axes. Les somnjets du triangle cor- 
respondent aux points o, i, oc du plan des /; en particulier, le sommet 
de Tangle droit correspond au point / = o. Tout revient done a faire 
VAbbildung du triangle spherique ABC sur le demi-plan posilif des /, de 
fagon que les sommets A, B, C correspondent respectivement aux 
points X), o, I. II sulfit pour cela de poser 



on en deduit 

J Hj(i-HO^ 

ou, en reduisant, 

a=z48v/3 f ^ ^. 

Ann. de VRc, Normale, 3* Serie. Tome IV. — Octobbe 1887. 89 
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Par suite, on aura 



Pour avoir la surface adjointe, on n'a qu'ii prendre 



.f(5)rr=(48s/3)' 



y/i -f- i4^^-H5* 



Cesdeux surfaces ont ele etudieespar 31. Schwarz; Tune d'elles est la 
surface decouverte parRiemann qui contientles quatre aretes d'un te- 
traedre regulier. 

II nous reste a obtenir les deux surfaces fournies par le triangle 

d'angles -^> jy ^- L'application de ce triangle sur le demi-plan positif 

des ^ s'oblient en posant 

.1 .._ (8^^-4-2 0^-1)' , 
11,(5)-—-^^—-—^, 

on verra plus loin comment on est conduit a cette formule, a propos 
de ricosaedre. On a d'ailleurs 



"= / T 1 



(I-/) 

et Ton en tire ^(s). Cette surface et la surface adjointe ont etc etudiees 
par M. Neovius(Helsingfors, i883). 

Les quatre surfaces precedentes jouissent d'une propriete interes- 
sante. Dans une portion limitee de Tespace, il ne passe qu'un nombre 
finidc repetitions symetriquesde la portion primitive. Ce sont, deplus, 
comme Ta montre M. Scbwarz, les seules surfaces minima obtenuos 
par ce procede jouissant de la meme propriete. 

20. Nous allons maintenant nous occuper de la determination des 
surfaces minima de cette espece dans le cas de Ticosaedre. On a a con- 
siderer tous les triangles spheriques dont les cotes sont situes dans les 
plans de symetrie d'un icosaedre regulier et dont deux angles au moins 
sont aigus. Ces triangles sont au nombre de quinze; en designant par 



i 



/ 



•l 
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Atw, (jltt, vit les angles, on a pour X, |jl, v les quinze systemesde valeurs 
(*i-(lessous : 

(I). (II). (III). (IV). (V). (VI). (VII). (VIII). (IX). (\). (XI). (XII). (XIII). (\IV).(\V) 

' ' • '2 8 3 1 5 S t S 5 5 S 3 3 S T 

1 1 JL » 1 » % X X X i » * s I 



P- 3 3 6 T 8 1 8 3 8 '3 3 6 8 S 



f 



} 



toul revient a appliquer conformenienl les neuf triangles precedents 
siir le demi-plan positif des /, de fagon que les troFs sommets corres- 
pondent respcctivement aux points o. i,oc, etque le sommel de Tangle 
droit on obtus, s'il y en a un, corresponde loujours au point / = o. 

VAbbildung {\w triangle (I) sur ce demi-plan s'obtient immediate- 
ment en posant 

1 — ^=11,(9)= —j^, 

A el B avant les valeiirs donnees au n° H. 

Remplagons / par cetle valeur : on irouve, pour la fonction de Weier- 
slrass, abstraction faite d'un facteur reel constant, 



H>» = s/l 



Pour les autres triangles, je ni'appuicrai sur une proposition importante 
due a M. Klein; la fonction analytique perinettant d'effectuer VAbbil- 



3 



11 til.il**illtl> 

• ■ ' 8 3 8 8 8 8 3 6 3 8 8 8 5' 3 .* 

Tons ces triangles ne fournissent pas des surfaces minima distinctes 
les uncs des autres. Ainsi la meme fonction donne VAbbildung des 
trois triangles (I), (II), (HI) sur un triangle rectangle isoscele. Ces 
irois triangles donnent naissance, par consequent, a deux surfaces seu- 
lemenl, qui sont adjointes. II en est de meme pour les trois triangles(IV), 
(V), (VI) et pour les trois triangles (VII), (VIII), (IX). Nousn'avons 
done qu'a nous occuper des neuf triangles (I), (IV), (VII), (X), (XI), 
(XII), (XIII), (XIV), (XV). 

Posons, comme plus haut, 



I 



/ 
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dung d'lin triangle spherique dc I'icosaedre sur un demiplan est donnee 
par une relation de la forme 

R(/) designant une fonction rationnelle de /. La determination de cette 
tonction rationnelle, quand on se donne les angles du triangle sphe- 
rique, est un probleme d'Algebre que Ton pent considerer aujourd'hui 
comme completement resolu (*)• ^^ rappellerai en quelques mots com- 
ment il se ramene a la recherche d'une integrale rationnelle de Tequa- 
tion de Kummer. 

Posons, pour abreger, 

t^^-"= -dT - 

dx 

si la fonction ^de^definie parl'equation Ha(^) = R(^) donne VAbbil-- 
dung du triangle spherique d'angles Atc, (jit:, vt: sur le demi-plan posi- 
tif des t, la function 5 est une integrale de Tequation 

D'autre part, la fonction s definie par ['equation u = H2(^) est une in- 
tegrale de Tequation 

_ l-|4-(i4-i~j,-l)l/-4-(l^j)^^' 

II en resulie que la fonction rationnelle u = R(/) doit etre une inte- 
grale de I'equation de Kummer 

L"-!'"^ 2^/^(1-./)' [ dl) 

-^ 2/2(1 — 0' 



(*) P^oi'r moil M^moire : Sur lev intdgrales rationnellcs de I* equation de Kummer 
(Alat/iem^itisc/ie Jfinalefi,B(LXWV J i88|). — Rcchcrc/ies sur I'dquation de Kummer {Acta 
Societatis Scieutiarum Fennicce^ t. XV, i885). — Otto Fischer, Couforme Abbildung 
sphdrischer Dreicke auf einander mitteht algebraischer Functionen, Leipzig, i885. 



V. 
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La recherche de celle integrate raiionnelle se ramene elle-meme a la 
recherche d'une identite algebrique de la forme 

P, Qi S designant Irois polynomes sans facleurs communs, ni facleurs 
multiples, et i:,, tij, t:, Irois iacteurs de la forme t\i — tY. Ces trois 
facleurs iti, iij, 1:3 se delerminenl immediatemenl, connaissant X, a, 
V (voir le travail deja cite public dans le Tome XXIV des Mathematische 
Annalen, p. 448 et suiv.). Les letlres D, N, N', N", m\ n\ p' ayant le 
meme sens que dans ce travail, on aura 



On en tire 



N-f-N'-h n'=2p'-^2, 

rn'~ 7N-+- 5N'-h3N"-i5, 
n'— 5N-h 3N'h-2N''-io, 
p':=:z 3N-h 2Y4- N''— 6, 
D = i5N -H ioN' + 6N''-3o, 

et Ton a tons les elements nccessaires pour calculer les trois poly- 
nomes P, Q, S. 

Dans les cas particuliers qui nous occupent, la plupartdes fonctions 
ralionnelles corrcspondantes sont deja connues. Ainsi, pour le 
triangle IV, on aura 

"^^^- (3^-4)' ' 

pour le triangle X, on aura 

Pour le triangle XI, la fonctionR(^) se deduira de Tidentile (*) 

3».^(^ — 1)2(3^ — 2^)»-h4(9^-f-2^)'^=i(3'./3-h33.97^=^— 2«.3*.i9^4-2»»)'. 

La fonclion correspondant au triangle XII se dcduit de Tidentile 



(*) Recherchex sur rdquation de Kummer, p. k), formule (33). — Brioschi, Anrtali di 
Matematica, 2* serie, I. X, p. 121. 



( 
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suivanle obtenue par M. Cayley {Mathematische Annalen^ Bil. XVII, 
p. GG) 

=:(2.3o^5_37 5i^*_25.3*.53^3-h2.5*.ii.i7^*— 2.55.i9^>H-5*)*, 

qui est identique a la formule 58 bis (p. 60) du Memoire deja cite 
( Recherches sur t equation de Kummer). 

Les fqnclions rationnolles correspondant aux triangles XIII el XIV se 
deduisent de meme des formules ($7) et (3c)) du meme Memoire (p. 67 
el 60). Pour le IriangleVIl, on pourraitparlirderidentite4G(p. Sg) de 
ce Memoire, mais on oblient une formule plus simple en appliquant ce 
triangle non plus sur un demi-plan, mais sur le triangle elemenlaire 

lui-meme, d'angles -> ^^ i- Soient - et r; deux variables imaginaires; 

ti O t) 

la relation 

r,'' — jn^ 



^ri*4- I 



t'ournit V Abbildun g Aw Iriangle sur le triangle VII ('). 

II ne nousreste plus que le Iriangle XV. On aura a prendre dans les 
formules precedenles 

Nrrzo, N'r^f, N^^zG. 

On en deduit 

m'zuS, /i'=i=5, />'=z2, I) = iG, 

el Ton aura a rechercher une identile de la forme 

P, Q, S elant respeclivement du builieme, du cinquieme et du second 
degre. 

Remarque, — Si les trois angles du triangle spberique sonl aigiis, 
on pt'ut faire Tapplication de trois manieres differentes en faisantcor- 
respondre le sommetde Tangle droit a chacun des sommels du triangle 
spberique suecessivement. Une fois le Iriangle spberique applique sur 



< M FisciiEU, Con forme Abbildting, etc., p. 03 cl 68. 
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le demi-plan, une substitution lin^aire pennettra de faiie coincider les 
points qui figurent les sommets du triangle avec les points o, i , oc dans 
tol ordre que i*on voudra. 

21. Extension A LA double pyramide. — II parait assez difficile, meme 
dans les cas les plus simples, de construire les surfaces minima alge- 
briques qui admetlenl la symetrie d'un polyedre regulier. II serait 
peut-etre interessant d'eludier d'abord les surfaces minima admettant 
tous les plans de symetrie d'une double pyramide. Les resultats qui 
onl ete obtenus pour un polyedre regulier s'etendent bicn aisement a 
la double pyramide et je ne les reprendrai pas en detail. J'indiquerai 
seulemenl le resullat suivant, qui correspond au cas de symetrie le 
plus simple. 

On obtient une surface minima admettant tous les plans de symetrie 
d'une double pyramide ayant pour base unpolygone regulier dem cotes 
en prenanl pour F(^) dans les formules (i5) une fonction de la forme 

^V designant une fonction reelle el G(s) ayant la valeur suivante : 



s'" 



Pour avoir une surface admettant les plans de symetrie d'une simple 
pyramide regulicre, on pourra prendre de meme 

F(^) = ^-j_T^'(.v-), 

^F designant une fonction reelle. 

Remarque. — J'aurais pu arriver aux equations des surfaces minima 
algebriques, qui ont la symetrie d'un polyedre regulier, par d'autres 
procedes. Ainsi, considerons une surface minima quelconque S et un 
telraedre regulier. Prenons les vingt-quatre repetitions de S par la loi 
de symetrie. L'ensemble de ces vingl-qualre surfaces minima admei 
evidemmeni la symetrie du telraedre. II en sera done de meme de la 
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surface resullante (* ) qui se decomposera, en general, en plusieurs sur- 
faces minima distinctes admettant separement tons les plans de symetrie 
du lelraedre. Mais ce precede, outre qu'il se prete dilficilement 
a la recherche des equalions generales, devient tres complique pour 
faire la distinction des differentes especes de symetrie. On est amene 
a distinguer plusieurs especes de surfaces resultantes. Ainsi, etant 
donnees deux surfaces minima non doubles, la surface resultante se 
decompose en deux surfaces minima analytiquement distinctes. Je ne 
fais que signaler ces proprietes, dont je n'ai pas voulu me servir dans 
ce qui precede, pour ne pas compliquer Texposilion. 



(') filant (Jonii6es plusieurs surfaces S, S', S", ..., on considere les points /?i, m\ 
m", .. ., oil les plans tanjrents sont paralleles et la resultante g6om6trique OM des droites 
om^ om\ om"^ Lo lieu du point M est une surface qui est dite la r6sultante des pre- 
mieres. 



3i4 M. d'ocagxe. 

(juelconque, dset ds^ les arcs infinimeDl petits des courbes c et c' en M 
et en M', R et R' les rayons de courbure correspondanls. 

llsuffil de remarquer que la normale en M a la courbe c est parallele 
ii 0>r pour pouvoir ccrire 



De meme. 






R'=— • 



Done 



a CO cifj} 



N et N' elant les normales a c et a c' en M et en iM', respectivemenl li- 
initees aux perpendiculaires elevees en aux vecteurs OM et OM'. Le 
probleme est ainsi resolu sans nul effort. Nous ccrirons celte formule 
comme suit : 

N N' 

(I) nip-i. 

On peut alors la comparer a la formule analogue pour la transfor- 
mation par rayons vecteurs reciproques, qui est 



N N' 

(») n + u' = ^' 

Si Ton pose MOM'= a, on a 

cos a cos a 

et 

OM.01Vrcosa = /S 

r elant le rayon du cercle direcleur. La formule (i) devienl alors 



cos' a 



C est la formule obtenue par M. Mannbeim. 

La formule (i) monlre que, si, pourune courbe rapportee a un poteO^ 
la projection du centre de courbure sur le rayon vecteur dinse cehii-^i dans 



\ 
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' un rapport constant ( ' ), lapolaire reciproque de cette courbepar rapport 
a un cercle de centre Ojouit de la mime propriete. Celle proposition est 
susceptible de noinbreuses applications. 

3. Les fonnules ( r)et(2)donnent immediatement le rayon decour- 
bure de la podaire o, d'une courbe c par rapport a un point 0. En efTet, 
soil c la polaire reciproque de c par rapport a un cercle de centre 0; 
celle courbe c est inverse de c, par rapport au meme cercle. Done 

N N' _ ^ ^^ 

d'oij 

(3) x^iT; = ^- 

i. Supposons maintenant que les courbes c et d soient polaires re- 
ciproques par rapport a une conique a centre quelconque k. Soient to et 
(o' les angles des vecleurs OM el OiM' avec Taxe focal de la conique i, 
et 0' les angles des tangentes / eU' a c et c\ en M et M', avec le meme 
axe. On a 

IVIais la direction t etanl conjuguee de la direction OM', on a 

tangO!ango/= consl.; 
d'oii, en difTerenlianU 



c'est-a-dire 



dememe, 



,^ sin&) , , sm5 
do ^ -h aoj' , — o, 



rf5=-rfco'i'"^^ 



sinaw" 



,*, , sin 2 6' 
dO' = — d(Ai- 



sin2(«) 



(1) Fbir, au sujct des courbes jouissanl do cello propri(5t6, un article do M. du Cha- 
lonet dans los Nouvelles Annates de Math^matiques (p. 233; 1886). 
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Substituant dans l*expression du produit RR', on a, par la meme re- 
marque que precedemmenl, 

(4) ^^^.^ sm2cos!n2a>- 

sin 2 9 sin 2 9' 

Ibrinule qui generalise (r). 

5. Dans le cas de la transformation parabolique» on a, en appelant j" 
el y les ordonnees des points M et M' comptes a partir de I'axe de la 
parabole et p le parametre de cette courbe, 



d'oii 



cot(?=:^, col6'=^: 

p p 






D*ailleurs, 

sin(? sinO 

II vient done alors 






(5) IIU — ^ 



sin»0sin'0' 
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ETUDE DES SURFACES 



QUI ADMETTENT 



TOUS LES PLANS DE SYMETRIE 

D'UN POLYEDRE REGULIER, 
Par M. Ed. GOURSAT, 



» » 



MAITRE DE CONFERENCES A L ECOLE NORMALE SVPERIEURE 



TROISIEME PARTIE. 



1. Cc dernier Chapitre est consacre d*abord a la determination ge- 
nerate, dans le nouveau sysleme de coordonnees tangentielles, des sur- 
faces qui admettent tous les plans de symetrie d*un polyedre regulier. 
Je traiterai d'abord un probleme preliminaire qui nous sera utile. 

Soient 1, l\ 1" les (rois substitutions 

et T la substitution 

T(«2?, ^Kj 2; — Xf — Vf — z), 

Les substitutions derivees de 1, 1\ 2" par eombinaison et repeti- 
tion donnent naissance a un groupe tini de 24 substitutions, identique 
au groupe du tetraedre dont il a ete question dans la premiere partie 
de ce travail. Combinees avec T, elles donnent le groupe du cube. On 
a les relations 

V«-_. v/i_^ 2"*= I 

Soil /(oc^y.z) une fonclion quelconque de x, y, z cil une substitu- 
tion lincaire. Designons, pour abreger, par/(2) ce que devient/lorsque 



* 
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I'on efTectue sur les variables qui entrent dans/la subslilulion 1. Nous 
avons trouve, dans la premiere partie de ce travail, I'expresBion generate 
des fonctions/qui satisfont atix trois condilions 

/(2)=/, /(l')=A /{!')=/; 
celte expression est 

F designant une fonction ahsolument quelconque (*). Nous nous pro- 
posons de trailer quelques problfemes analogues. 

I. Ghercbons lesfonclions/verifiant les relations 

/(2T)=:-/, /(rT)=:-/, /(rT) = -/, 

qui sonl identiques aux suivantes : 

/(2)=r-/(T), /(r)^-/(T), /(l'^) = -/(T). 

Posons 

la fonction $ verificra les relations 

<!>(T) = ^, 4»(i)=<l>(y)=:^(2;') — — 4>. 

Si Ton pose encore 
on aura 
et par suite 4> sera de la forme 

De meme la fonction ^l\ dcvra verifier les relatione 



(') I.C raisonnomcnt employ^ dans la premiere parlie 0'tpplique, quelle que soil ]a 
nature de la fonction /; il suffil, pour lo voir, d'cmployer des consid(5ralions analogues a 
cclles ({ui ont 6x6 ddveloppees au n** 8 do la seconde pariie. 
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el, en posant $, = ccyz F,, on aura 

F,(T) = F, {!) = ¥,{!') = F, (r ) z= F,. 
Done ^, sera de la forme 

el Texpression generate des fonclions/sera 

+ .rr^F,(a'*-f-7*-hGS ...), 

F el F, designant des fonclions arbilraires. 

II. Cherchons les fonclions/qui verifient les relations precedenles 

el en oulre la relation 

La fonction/sera necessairementde la forme precedente, et, d'apres 

la derniere condition, la fonction F devra etre nulle. Doncysera dela 

forme 

/=zxyzh\{x^-hy*-hz^, ...). 

III. Soil It la substilution 

(»''> js ^ » ^9 y* '^)* 

Comhince avec 1, 1\ l'\ elle donne encore le groupe du cube et Ton 
a identiquement 

Cherchons les fonclions/ verifiant les relalions 

filT)^-^/, /(rT)rr-/, /(2'T)=:-/, /(2i)=/. 

, Posons 

ces relations devicnnenl 

V(1T) = F, F (TT) - F, Fil'T) = F, F(2,) - F. 

Le groupe derive des substilutions IT, 2'T, :S"T, 1, est identique 



1 

1 
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au groupe du cube et, par consequent, /sera de la forme 
IV. Cherchons les fonclionsy verifiant les relations 
Comme 11'= 2|T, les deux premieres relations entrainent la suivante 

/(1,T)=/; 

ce qui nous monlre que la fonclion/ne peut etre uniforme. Les va- 
leurs de / pour un meme systeme de valeurs des variables ^r, y^ z de- 
vront etre deux a deux egales et de signes conlraires. Posons y^ = F; 

on aura 

F(1) = ¥(1'):=F(1')^F, 

el par suile/sera de la forme 



V. Cherchons les fonctions/ verifiant les relations 

/(IT) =/{l'T) =/{l"T) =f(l,T) = -/, 

Comme on a iTi'T = 2,1, on aura aussi 

AU)^-/; 

d'oii Ton tire la meme conclusion que tout a Theure. Posons $ =J^^ ; la 
fonclion ^I> devra verifier les relations 

^(IT) =i!^(l'T) = <1^{1"T) = ^i. 
Posons encore 

On demontre comme plus haul que <&, sera de la forme 

F (jc^- -h y^ -h z\ ...,x*7«5*) 
et ^l^a de la forme 

.vyz(.c'- y'){y'^ z')(z'^ x')F,{x''-^f'-^ z\ ...,x\y'z')^ 

de sorle que Texpression generale des fonctions/ sera 

/= [F(x^-h/*+ ^S ..0-H X7c(^''-- ^*)(j'~ ;:*)(5^- x2)F,(a'^4-/*+ ^S ..0]i 
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miere espece. Au contraire, la section d'une surface par un plan de sy- 
nietrie de seconde espece est une ligne singuliere de la surface. 

Appliquons ceci au probleme que nous nous etions propose. Prenons 
les memes axes que dans la premiere partie, nous aurons, pour Vex- 
pression generate des fonctions D = f(a, p, y) qui donnent une sur- 
face ayant les plans de symetrie du cube ou du tetra^dre, les formules 
suivantes, dont j*omets, pour abreger, la demonstration : 

Tetraedrc. 

i Six plans desymariede pre. j » =F(««(3«-h ««y*4.(3«y«, a^y); 
Surfaces mi^re espece j ^ ^ k/,k/;. 

nondoubles. L. , ^ ^, . ^ ( D =: (a«- p*)((3«-y«)(y«- a») 

Six plans de sym6trie de se- ) p, ,^, , , ^, , ,^- .^ 

conde espece ^ ^^^ P "^ «V'-^ PV% «*P'7M 

Surfaces doubles D = a^y F(a«(3«-h p*y«-i- y*a*, a*p»y=). 

Cube. 



I D = F(a«P*-h(3»y«-hy«aSa2p«y»); 



Neuf plans de symetrie de 
premiere espece 

Six plans de symetrie de se* 
conde espece ( D=:(a»— (3-)(j3* — y«)(y«— «») 

Trois plans de symetrie de I x F(a*p*-+- (3«y'-Hy*a', a*(3*y»); 

^ ^ , premiere espece / 

Siirfdces / 

non doubles, l ^'^ P'*"^ ^« sym6trie de pre- \ 

mlere esp6ce f„ , „, .,. — ^ 

Trois plans de symelrie de j » = v'F(«'(3*-H P'y'+/«S -ny): 

seconde espece / 

( D = [F(a«(3«-f-P«y'-+-y»«%a»/3«y«) 
I Neuf plans de syni6lrie de ) + «(3y(a«- (3«)((3«-y«)(y«_ «=, 

seconde espdce J 

I X F,(««(3'-+- ^*-f-^y^a\ a«P»y»)J*. 

Surfaces doubles D = v/F(a»p*4- P*y*-+-y*aS a«;3*y*). 

Icosaddre, 

Designons par Q., R., S. ce que deviennent les polynomes Q, R,^ /■ 
quand on y remplace les lettres x, y, z par a, p, y respectivement. On 
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Rappelons d*abord, en quelques inots, les principales conventions ct 
formules qui nous seront utiles. Appelons point dans Tespace k n di- 
mensions un systeme de valeurs particulieres attribuees aux n variables 
independantes x^, x^, ..*• x^, plan TeDsemble des solutions d'une 
equation lineaire, telle que 

A| ;r, -f- Aj .2?2 -h . . .-h \n^n~^ B :=: O, 

et plus generalement surface Tensemble des points dont les coor- 
donnees ar^ , x^, . • -t ^a satisfont k une certaine relation 

La distance de deux points 



^1 > *^i f • • • > ^n > 
'l> "^l* 



•^1 > '^i* • • • » ^n 



sera la racine carr^e de Texpression 

on appellera sphere le lieu des points qui sont a une distance R d*un 
point fixe, ou dont les coordonnees satisfont a une equation de la 
forme 

Le point (X^, Xa, . . ., X„) est le centre de la sphere, et R le rayon, 
Soient 

^i > *^t* • • • > •^/i> 

deux systemes de quantites fixes, les dernieres v^rifiant la relation 

nous dirons que les equations 

oil p designe un parametre variable, representent une ligne droite, et j 
les quantites a,, aj, • . ., a^, seront les cosinus directeurs. V angled (It^^ 



I 
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deux droites, dont les cosinus directeurs sont respectivenient 






sera donne par la formule 

cos V = ^1 a'l -f- a, a'j H- . . . 4- a^ a),. 

Une fois qu'on a dcfini le plan, la ligne droite, la spliere, la distance 
de deux points et Tangle de deux droites, on definira, commc dans 
I'espace a Irois dimensions, la symelrie par rapport a un plan et par 
rapport a une sphere. On arrive ainsi aux formules suivantes. 
Soil 

•'equation d'un plan passant par Torigine, oil 

a J 4- aj -f- . . . 4- aj = I ; 

soient, de plus, a?,, x^, . . ., ^» les coordonnees d'un point quelconque 
de Tespace q\.x\, x^, ..., x,^ les coordonnees du point symetrique par 
rapport a ce plan. On aura 

Soient, de meme, 

Tequation d'une sphere et (^,, x^, ..., x^), (^x\, x[,^ ..,, x^^) les coor- 
donnees de deux points symetriques par rapport a cette sphere. On aura 

Xi—Gi—-^^— — -, (« = i, 2, ..., /')• 

^\Xi — tti) 

Remarquons que, pour n = ?i, ces formules se reduisent bien aux for- 
mules ordinaires. 

Je definirai encore une autre operation qui nous sera utile. Conside- 
rons une sphere de rayon cgal a Tunite ayant pour centre Toiigine el 
le point P de coordonnees a?, = x^=, ,.=z x^^^^ = o, ^;,= i. Prenons 
la droite qui joint ce point P a un point quelconque de la sphere 
et dans les equations de cette droite faisons X„=: o; les autres coor- 

Ann. de I'F.c. Normale. $• Serie. Tome IV. — Octobre 1887. 4^ 
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(lonnees prennent des valeurs X,, X^, ..., X;,.,, que Ton peutregarder 
comme lescoordonneesd'un point dans un cspace a n — i dimensions. 
De celte faQon a lout point de la sphere correspond un point unique 
dans Tespace a /i -— i dimensions et inverscment. J'appellerai I'opera- 
tion precedenle une perspective de la sphere sur Tespace a n — i di- 
mensions, le point de vue elant au point P, Les furmules sont les sui- 
vantes. Soient ^,, jCj, ..., x,^ les coordonnees d'un point de la sphere 
el X,, Xa, ..., X„., les coordonnees de sa projection; on aura 



X/=: — > ('=i> 2, ..., n — l), 

1 — Xn 



et inversement 



2X, _ 2X,_, _ VXf _, 

'^'-" i + 'l\f "" "^"-'-T^'ixf' ^"- I4-1X?' 

On pent prendre pour point de vue un point quelconque de la sphere 
de rayon un; mais il fauJra d'abord effectuer une transformation or- 
ihogonale, de fagon a faire passer la droite Ox^ par le nouveau point 
de vue. 

Considerons Tinlersection de la sphere par le plan 

la perspective de celte intersection aura pour equation, dans Tespace 
a /I — I dimensions, 

2(aiXi4-a2X,-t-...-ha„_,X„_,)-t-a„(2;X?-i)-f-;3(i-f-2;XJ)r::^o. 

Cette perspective sera done une sphere, a moins que Ton n'aii 
?-+- 3c„^ o, c'est-a-dire que le plan en question passe par le point de 
vue. 

Prenons, en particulier, un plan passant par I'origine 

a, .r^ -h aj-^j -+- . . . 4- a,, jCn =z o, 

oil 
Soient 

•^1? •^2> • • • > ^/i> 



i 
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point de coordonnees .r, = .r\, = ...= :r^_, = o, 0?,^= i. Les intersec- 
tions de la sphere avcc les (/^ — i/ plans 

•y*j — Of •jf'j — O J . . . ) »*' /I I — Oj 

X/ ZZ .^•;t r: 



1 \ 

Oy f ^ ( ~1, 2, . . ., /2 — I j 



donnent par projection (n — i )^ plans 

-\ J "^^^ O, -V* 0> • • • » -•■/I — I ^ y 

■ 

Ces plans scront encore des plans de symetrie pour la projection, de 
sorte que celte projection aura la nieme symetrie dans Tespace a n — i 
dimensions que la surface primitive dans Tespace a n dimensions. Mais 
en outre les inlerseclions de la sphere avec les 2/i — i plans 

donnent par projection 9, A^ — i spheres d'inversion pour la surface dans 
Tespace a /i — i dimensions. Dans le cas du tetraedre, on n'aurait que 
271 — 2 spheres d'inversion et (n — i)(n — 2) plans de symetrie pour 
la projection. 

Pour avoir des resultats applicables a Tespace ordinaire, faisons 
n = 4* Considerons, dans Tespace a quatre dimensions, Tintersection 
de la sphere et de la surface 

F'/\.-w,2 \ jrti wti \ v,i yi yf* y*i y^i y%i ^i \ f^ 

et faisons la perspective de cettc intersection dans Tespace a trois di- 
mensions, le point de vue etant le point de coordonnees 

J? I "-^^ »Z*2 t.t'*3 — — Oj i.f'^ I • 

Les neuf plans 

Xi^=zO, Xji^O, .r^^zO, J^idt J72Z=: O, JOfZh .V^rzzOy .I'llt. V^ZIZO 

se projettent suivant les neuf plans de symetrie d'un cube 

X=:o, Y-r:o, Z — o, \±Y = o, X=bZ = o, Y±:Z^o; 
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les sept plaDs 

jT^^o, oTi^x^zzzo, ^2—^4=0, .r3±:x^—:o 

se projettent suivant les sept spheres 

X*-+-Y*+-Z^±2Y -1=1:0, 
X>4-Y*-hZ*±2Z —1 = 0. 

La premiere a pour centre Torigine et pour rayon Tunite; 1^ six au- 
tres out respectivement pour centres les centres des faces d'un cube et 

pour rayon y/i. II en resulte que toute surface representee par une 

equation dela forme 

F(U,V, WM = o, 

ou Ton a pose 

IT — ^(^V + Y'Z^-HZ^X^)-f-(i-X-^— Y'-Z^ )MX^-f-Y^4-Z') 
" (i-hX'+Y'-f-Z*)^ 

^ _ 4X»Y'Z^-h(i-X>-Y^-Z^ )^ ( X'Y^-hY ^Z ^-f-Z'X «) 

(i-^X*4-Y*-hZ*)« 

_ XYZ(i-X^— Y^-Z^) 
■ (i-+-X'4-Y*-+-Z^)^ ' 

admel, outre les neuf plans de sym^trie du cube, les sept spheres d'in- 
version prec^dentes, auxquelles il faut joindre la sphere imaginnire 

X=-i-Y^-i-Z*^-i = o. 

Les surfaces les plus simples de cetteespece sonl les surfaces du hui- 
tieme ordre ayant pour equation 

Uz=C, 

qui admettent commc ligne triple le cercle imaginaire de Tinfini. 

Considerons de meme, dans Tespace a quatre dimensions, Tintersec- 
tion de la sphere 

cc\ ■+- '^i ^- '^l -I- j^j — I 
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avec une surface ayant la symelrie du lelraedre dans cet espacc 

el projetons dans Tespace a Irois dimensions, le point de vue elant en- 
core au point 

Cetle projection sera une surface ayant pour equation 

F(U,V,W)::r:0. 

D*apres ce qui a etc dit plus liaut, cette surface admet, outre les six 
plans de symetrie du tetraedre, six spheres d'inversion reelles, ayant 
pour centres les milieux des areles du tetraedre et pour rayon \J2, et la 
sphere imaginaire d'inversion X* +- Y^ -h Z^ 4- 1 = o. 

Des surfaces precedenles on deduira, au moyen d'unc transformation 
par rayons vecteurs reciproques, des surfaces ayant respectivement 
dix-sept spheres d'inversion (dont seize reelles) et treize spheres d'in- 
version (dont douze reelles). 

5. Le groupe G, pour n — /J, se compose de 384 substitutions. De 
memo qu'au groupe G pour n = 3 on peul rattacher une division re- 
guliere du plan ou de la sphere en triangles d'arcs de cercle, on pent 
rattacher a ce nouveau groupe G (pour n = /|) une division reguliere 
de I'espace en 384 tetraedres a faces spheriques. Nous n'avons pour 
cela qu'a prendre les neuf plans de symetrie du cube avec les sept 
spheres trouvees plus haut. Considerons, par exemple, le tetraedre li- 
mite par les trois plans 

Y:=o, Zh-X-0, Z + Y = o, 

et la sphere 

si Ton prend le tetraedre symetrique de celui-la par rapport a une face 
et ainsi de suite, on obtient seulement 384 tetraedres dont les faces 
appartiennent toutes, soit aux neuf plans, soit aux sept spheres prece- 
dentos. 
De meme, les six plans de symelrie du tetraedre avec les six spheres 
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fitre -f- I ou — I pour une rotation de ir et -f- 1, a ou a^ pour une rota- 
tion (le -J-- Cornme deux rotations autour de deux axes ternaires peu- 

vent etre remplacees par une rotation autour d'un axe binaire, on ne 
pourra faire que deux hypotheses. Soient OA et OB deux axes de syme- 
trie ternaire, OC I'axe de symetrie binaire, tel que deux rotations suc- 

cessives de -j- autour de OA et de OB peuvent etre remplacees par une 

rotation de tc autour de OC; ou bien le facteur par \cqne\/(x,y, z) est 
multiplie sera -h i pour les trois axes, ou bien on aura respectivement 
pour multiplicaleurs a, a^, -f- 1. Dans le premier cas, la fonction/se 
reproduit par toutes les substitutions du groupe g; dans le second cas, 
il en sera de meme du quotient obtenu en divisant la fonction/par 
x^-f- ay^-l- a'2^. En definitive, on a po\xr/(x,y,z) Texpression ge- 
nerate ci-dessous : 

M etant egal a I'unite ou Si o;^ -h aj- -f- ol^z'^. 

Une discussion analogue s*applique aux autres polyedres, et Ton est 
conduit aux equations suivantes pour representer les surfaces qui re- 
viennent sur elles-memes par toutes les rotations qui font revenir sur 
lui-meme nn corps regulier : 

jo Pyramide reguliere : 

szizjc-^-iy, 5o = ^ — iy, M = .?'', (/? = o, i , 2, . . . , m — i ) ; 

3^ Double pyramide reguliere : 

m=z2p -h I, M = i, M = ;;; 

3° Octaedre : 

M = I , M = a:f3 ; 

4® Icosaedre : 

F(P,0,R,S) = o, 
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P, Q, R, S ayant les valeurs donnees dans la premiere partie [for- 
mules (7), (8) et(i i)]. 

Je ferai remarquer aussi qu'on Irouve, dans la deuxieme parlie, les 
formules propres a represenler les surfaces minima qui reviennent sur 
elles-memes par les rotations considerees. 



SUR LE SENS DE l/ EXPRESSION NOMBRE INCOMMENSURABLE, ETC. 3/|5 

des m^mes variantes mises sous forme de quotient des deux polyndmes en- 
tiers, on a de mime 

,.^ /i(^, <%»%..- ) /t(U, V,W, . . . ) 
/i(w,iS»»',...)""/t^lI,V,W,...)' 

pours^u toutefois que Von ait 

/i(U, V, W, . . . ) non — o. 

I. Une variante s^m,n,...y 9^ /^na vets une certaine limite quelconque V, 
est necessairement finie (5) ; elle est, en outre, de petitesse limitee si V nest 
pas nulle. 

On peut ecrire 

«• — V — r V — t' \ 

si done on nomme V la valeur numerique de V, t une quantite po- 
sitive choisie arbitrairement et [x, v, . . . des valeurs des indices a partir 
desqiiels on a numeriquement V — r,„,;, .., < s, Tegalite precedente 
donne evidemment 

val. num. r«,,„,...< V'h- e 



.... 



pour m> [X, m>v, 

Si V non = o, on peut supposer t < V; en vertu de la m6me in^ga- 
lite, on finit done par avoir 

val. num. r,i,,;,....> V— £. 

II. Si Ton pose 
d'oii 

U = M -I- a, V = t^ -h {3, W =z tv + y, 



• • ' » 



il viendra, en developpant le polynome 

/(U, V,W, . , .) =/(/< + a, i- + |3, «• + )/) 

par la formule de Taylor, 

/(U, v,\v, . . .)-/(", <s «^, . . .) = e, 

oil Best un polynome entier par rapport aux variantes i/, v, w, ...; 

Ann, de I'^c. Normale. 3* S^rie. Tome IV. — Noyembrb 1887. 44 
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a, p, y, . . ., dont chaque terme contientcomme facteur I'ane au moins 
de celles du dernier groupe. 

Or u, {^, i^, ... sont finies (I) et a, ^, y, . .. sont infiniment petites; 
done (8) la variante 6 est aussi infiniment petite, et Ton a bien 

lim/(£/, V, iv, . . .) ^/(U, V, W, . . .). 

III. Si Wmp = P, lim ^ = Q ^^ Q non = o, o/i a aussi 

hm ^ = 7^ . 
9 Q 

II vient immediatement 

ei Ton a (II) 

lim(P7 — Q/>) = PQ - QP = o, 

limQ<7 = Q* non=:o. 

Ainsi, dans le second membre de la relation ci-dessus, le numera- 
teur est infiniment petit, tandis que le denominateur est de petitesse 
limitee (I). Ce second membre est done infiniment petit (8) et le pre- 
mier aussi, comme il fallait le prouver. 

IV. Le lemme precedent rend maintenant evidente la derniere partie 
de notre theoreme; car on a (II) 

nm/i(a, (^, «', . . .) =/i(U, V, W, . . .), 
Iim/,(M, i^, if, ...)=/i(U, V, W, ...), 

et, par hypothese, 

/,(U, V, W, ...) non=:o. 

1 1 . Quand une variante donnee v^^ „,... tend vers une certaine limite V, 
la difTerence variable de deux de ses valeurs, dont les rangs augmentent 
indefiniment et independamment Tun de I'autre dans la suite generate 
des valeurs de cette variante, est une quantite infiniment petite, ou 
bien, si Ton veut employer un langage plus precis, la difference 



*'/;«', /i',... ^*»/i', «',... 



. f _ • 



est une variante aux indices m\ n', . . ., /n , /i\ . . . qui tend vers M^ro. 
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Comme la suite d'entiers [x',, (jl",, [x'^, (x*, ..., (x^, (x]p, ... n'est pas 
(l^croissante, od a par hypolhese 

• • f 

inegaliles qui, ajoutees mcmbre a membre avec \gs p premiers de la 
suite precedente, donneraient 

On pourrait done prendre p et par suite m == [L^ assez grands pour 
que ^„, arrivat a surpasser loute quantile donnee, ce qui est contraire 
al'hypothese. Raisonnement analogue dans les aulres cas. 

13. J'appelle encore e^i/iVa/^/i/e^ deux variantes convergentes ayant 
ou non des indices communs, si leur difference consideree comme va- 
riante dependant de ceux de ces indices qui sont distincts les uns des 
autres (3) est intinimcnt petite. 

Telles sont, par exemple^ deux variantes pourvues de limites qiuind ces 
limites sont egaleS; car, si r, mp' tendent toutes deux vers V, i» — «^ pent 
8*ecrire (V — m^) — (V — ^), difference de deux quantites infiniment 
pelites. 

Deuv variantes dont chacune est equwalente a une mime troisieme le 
sont e\ddemment Vune a V autre. 

14. La vanante v,n,n,... ^tant convergente^ si Von dttribue a ses indices 
une suite indejinie de systemes de valeurs particulieres 

choisis arhitrairement sous la seute condition que les termes generaux des 

suites 

//ii, //ij, . . . , m^t, . . . , 

/Ij, /Ij, • • • f f^ki • • • ? 



• ••• •••• ••• 
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soient tous infinis (6), le terme gdneral u^ de la suite 

^mi,ni, ...» ^/«j, /ff, ...» •••» ^^nkf^k*-*-' *•• 

est une variante qui est cons^ergente et equivalente a la proposee. 

En efTet, quand A eroitiudefiniment, tousles enticrsm^, n^t ...crois* 
sent aussi sans limites et reciproquement. Si done k\ k" sont infinis, 
les en tiers mv» n^, ..., rrifc^ n,^', ... le sont tous k la foiset la diflerence 
UhT— "a' = ^mfcs^k-,...— ^m^..«».... cst infiuiment petite parce que ^^,.„,.., 
est supposee convergente(l 1), en d*au tres lermes u est aussi convergenie. 

La difference w*— i'm, ,/,...= ^iin,n,.... — ^/w, ;,,... est infiniment petite 
pour la meme raison quand ^, m,n, ... sont tous infinis, parce qu'alors 
nik^ riff, ... le sont eux-memes; done u est equivalente a f'. 

15. Si la variante v„,,^^^^^ est com^ergente, elle est necessairement finie. 
Si, en outre, elle n'est pas infiniment petite, elle est depetitesse limitee et 
finit par conserverun signe constant. 

Par hypothese, il existe des entiers [x', v', ..., \k'', v", ..., tels qu'en 
appelant e une quantite positive choisiearbitrairemcnt, on a num^ri- 
quement 

pour 



m'^lj.', /t';v', ..., //i\>% /i'/i'*, 



• • • • 



A partir de [x", v", ... on aura done constamment 
Gomme on peut ecrire d'autre part 

on voit qu'en appelant ^ la valeur numerique de ^|i\v\... on finit bien 
par avoir numeriquement 

«'m.« <9 -He. 

Si, en second lieui la variante consideree n'etait pas de petitesse li- 
mitee, en appelant 

^l» ^l> • • • > ^ief • • • 

les valeurs successives d'une variante auxiliaire positive et infiniment 
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petite, on pourrait satisfaire indefiniment aux inegalites numeriques 
par des valeurs des entiers 



m,, 


m,, 


• • • > 


m^., 


• • • ♦ 


• • • 


• • « 


• • • > 

• • • • 


• • • 


• • • > 

• • • > 



qui, danschacunedeces suites, iraient en croissant sans cesse, et la va- 
riante u,f= ^n^.^,... seraitinfiniment petite. Mais les variantes u, f^sont 
equivalentes (14); done ^;„.;t,... serait infinimeut petite contrairement 
a rhypolhese. 

Ainsi, on peut assigner une quantite positive /, telle que Ton finisse 
par avoir numeriquement 

Si done le signe i^,„^„^„. ne finissait pas par rester invariable, on pour- 
rait former des suites d'entiers toutes croissantes 

772 J y '^Sf ■ * * ) ^^kj ■ * ■ f 
'^If ^t9 • • • > ^k9 • 9 



» 



telles que ^mt^..^,,,,... et ^;„^.;,,,... fussent toujours de signes contraires. 
On finirait done par avoir numeriquement pour k infini ou, ce qui re- 
vient au memo, pour les valeurs toutes intinies des indices /n^, /ia» ..., 

"^k-h I f ^Ar-»- 1 • • • • 

<^rt|+,,»l4.,,... ^Mifftif ... > 2/ 

et, contrairement a Thypothese, ^,/,,«,... ne serait pas une variante con- 
vergente. 

16. Dans la theorie des variantes convergentes quelconques, le th£o- 
reme que nous aliens euoncer a la meme importance que celui du 
n^ 10 pour les variantes convergentes douees de limites, et il se demontre 
a fort peu pres de la meme maniere : 

Toute Jonction entiere f{Uy ^, iv, • . .) des variantes convergentes 
a, V, Wj ...est aussi une variante com^ergenie ; e/, siu, ^, ^, ... sont des txia.. 
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1 . Etude de la fonction 

YLix) ^ f /(^)g'^^^ ^ 

Prenons sur I'axe desy un segment posilif AB (Jig. i): 8oit/(i) une 
fonction uniforme, continue sur AB. L'integrale 



X 






prise le long de I'axe desy, definit une fonction uniforme n(ir). Cette 
fonction est discontinue pour les valeurs de x qui verifient T^quation 

s etant un point de AB et n un nombre entier, ce qui donne comme 

Fig. I. 




tignes de disconlinuite ou coupures de ia fonction 11 une infinite de 
segments de droites, pnralleles a Taxe des y, passant par les points 
dont l*abscisse est n et dont les extremites sont situees sur des paral* 
Ifeles a I'axe des x menees par A et B. 

Si X et p sont deux points situes en regard Tun de Tautre sur les 
bords opposes de la coupure AB, p a droite, X a gauche, on a, a un 
infiniment petit pres, 

n(X)-n(p)=/(p); 

si (jL = X -h I , 

n(X)=irn(fx), 

car tons les Elements de I'integrale sont egaux. 
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I'integrale 

A 



^(^)=f \^i'!.% d=' 



Je prendrai commc valeur de la fonction sur AB la limite de Fintegrale 
quand x vient sur AB du cdle droit. 



Fig. 2. 






M 



A 



B 



M 



-1 







n* 



B 



M 



A 



B. 



^ 



2 



B 



s 



M 



g 



\ 



B 



A. 



A' 



Soil M un point du premier rectangle ABA|B|; marquons ses cor- 
respondants Mf, Msf •••« M.|,M.29 •••• Nous prendrons pour vaieurs 
de la fonction en ces points 

En Ml n(M)^TI(M), 

En M, n(M) 4- U(M) 4- n(M,), 



En M-, n (M ) — H(M_, ), 

En M_, n(M) - H(M_i) - H(M_,). 

Si Ton se reporte aux proprietes de Tintegrale n(a?), on voit que la 
fonction G(x) que nous venons de former n'a pas de lignes de discon- 
tinuite. Elle veriiieevidemment Inequation 

On obtient toutes les autres solutions en ajoutant a G une fonction uni- 
forme entre les droites A et B, et ayant pour periode i. 

Si la fonction H est uniforme dans tout le plan, on pourra, autant 
qu*on le voudra, Eloigner les droites A,B de I'axe des x. La function G 
variera avecla position de ces droites; la methode suivie ne permet pas 
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(l*obtenir comme solution une fonclion G, uniforme dans tout Ic plan. 
L*integrale 11 cessc, en general, d'avoir un sens quand les points A et B 
s*eloignent indefiniment sur Taxe des y. On peut, dans lecas oi) H est 
holomorpbe dans tout le plan, remedier a cet inconvenient en rempla- 
Qant Tintegrale IT par d'autres qui jouissent de propriet^s analogues. 

4. Intdgrales qui jouissent deproprietes analogues a cetles de]l(a:'). 

Soit ^(z) une fonclion uniforme ayant pour periode i, et telle que 
-r^ n'ait pas de disconlinuites sur le segment AB de I'axe des y. For- 
mons Tintegrale 

jl r* _Z(z)e^<-!±(^)__ 

Aux points X, p, [x, on a, comme pour la fonclion IT, 

ni(X)-n,(p)=/(p), 

d'oii 

n,(ix)-u,(p)=/(p). 

On pourra done, dans la resolulion de notre probleme, remplacer Tin- 
tegrale 11 par I'inlegrale !!<. 

5. Cas oil la fonclion H(a7) est entiere. 

Nous allons montrer qu'on peut choisir la fonclion enliere perio- 
dique vp, de telle sorle qu'elle ne s'annule pas sur I'axe des jet que 
rintegrale 11, ait une liinite quand A et B s'eloignent indefiniment sur 
I'axe (les y. 

Soit p le module de z. On a evidemment 

m 

H(5) I 5ao-h aip -+- a,p' -4- . . . i^a^p", 



a^ elant positif. 

Formons maintenant la fonction periodique 

^,{z) z^^a„{e^^'^- ^ e-^» '''-). 



7 



SUR LA RESOLUTION DE l'eQUATION AUX DIFFEREiNCES FINIES. 867 

p elanl le module d'un point de Taxe desy; la valeurde 4^1 en ce point 
est 



Tons les elements de cctte somme sont positifs et plus grands que les 
modules des tcrmes correspondents de H(:;). 
Nous prendrons alors 

Quand p croit indefmiment, le module de 

lUz) 

est infiniment petit par rapport aux puissances de -• D*autre part, 

-^j:^ j-^ resle fini quand le point z s*eloigne indefiniment sur Taxe 

des y. II en resulte que I'inlegrale 

(leBnit une fonction de x quand A et B s^eloignent indefiniment. Nous 
la representerons par 



^ V— ad 






L*integrale a encore une limite quand x tend vers un point de Taxe 
des J. La forme sous laquellc nous Tavons obtenue devient illusoire; 
mais on pent toujours parlager Tinte^^rale en deux parties : Tune en 
faisant varier 2 de A, a B|, Tautrc en faisant varier :; en dehors de ces 
limites. On pent faire en sorte que celte dernicresoit aussi petite qu'on 
le veul. La premiere a une limite; il en est done de mcme pour 11. 

On pourra, a Taide de cetle fonction II, former, comme dans le cas 
precedent, une fonction G; elle sera evidemment holomorpbe dans tout 
le plan. Ainsi : 

Etant donnee une fonction entiere H(a7), on pourra troui^cr une autre 
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fonction entiere 0(0?), telle que 

On obtiendra toutes les autres solutions en ajoutant a ceUe^i une fonction 
ay ant la periode i . 

II est clair qu'on deduit immediatement de Ik la solution de requation 

G(^-4-w) — G(^) = H(^). 

6. Resolution de V equation 

aG{x-ir\)-hbG{x) = ll{x). 

Posons 
d'oii 

G( J7 4- i) = ePeP' <p( J? -+- 1). 

L'equation devient 

eP*[aeP 9(a? -H i) -f- btf^x)] = R{x). 

Determinons p par I'equation 

ae9=. — b; 



on a alors 

fnf/r -X- f ^ — fn( /r\ — - _ 



<f{x-\-i) — (f{x) = -— T e-9'R(x), 



Od est ramene au cas precedent. 

7. Resolution de r equation 

aQG{x -h n) -\-aiG{x -h n — i) -h. . .-h anG{x)=zlL{x), 

Posons 

G(a? -M) — XG(^) = G| (x), 

on aura la suite des relations 

G(x-f-i) -XG(a;) =G,(a:), 

G{x-h2)—'kG{x-{-i) —G,(x-hi)y 
G(^-+-3)-XG(a:4-2) =G,(ar-+-2), 



G(j7-f-/i) — XG(a:-h w — i) = G,(a?-f- /? — i). 
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Mulliplions ces equations respectivement par b^^^, b„^2y •••» f^o* on 
pourra choisir X et les b de maniere a verifier les relations 

bn-i — y^bn-t — dn^l, 
J •...., 

6, — Ibo =«i, 

V bo —Oq. 

On sera alors ramene a resoudre les deux equations 

bQCii{a'-{- n-'i)-h biGi{X'\- n — 2) -{-,., -\- ba^iGi(Jc) = II ( J?), 
(a) G(jr4-i)-XG(j7)=:G,(a'). 

En reduisantsuccessivement, par la methode ci-dessus, la premiere de 
ces deux equations, on sera ramene a n equations successivesdu type 2, 
qu'on sait resoudre. 
Les equations (1) donnent, pour determiner X, Tequation algebrique 

que nous appellerons equation caracterisiiqiie de Tequation donn^e. 

Soil X, une racine de celte equation; a cetle valeur de X,, les equa- 
tions (i) font correspondre un seul sysleme de valours pour les b. 
L'equation caracteristique, formee avee les coefficients b, sera 

^(^) =0. 



X-Xi 



Done, 81 Xf, X^, ..., X^^ sont les racines distinctes ou non de Tequa- 
tion (3), on pourra resoudre la question proposee a IVide des n equa- 
tions 

G(x-4-i) — X,G(a:) =:G,{a;), 
G,(xH-i) —liGiia:) =Gt{jc), 



G„_,(a7-M)-X„G«-,(J7) = H(^). 



D*autre part, si Ton a une solution de la question proposee, on obtiendra 

j^nn. de Vtc. Norm, 3« Serie. Tome IV. — Novembre 1887. 4? 
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toules les autres en y ajoutant Tintegrale generate de r^qualion 

Notre methode permel facilement de trouver celle integrale; mais 
cette question a dcja ete resolue par M. Picard (^). Je mebornerai done 
a enoncer le resultat qui nous sera utile dans la suite. 

Si Ton pose e^p = \p, l*integrale generale sera 

n 

(5) ^eff'<f^{x), 

1 

r^p ayant pour periode i. Cette forme n*est applicable qu'autant que 
Fequation en X a ses racines distinctes. Si X est une racine multiple 
d*ordre a, il faudra remplacer les a termes correspondants de (5) par 

«P' (?o -+- Pi ?i -+- . . • 4- Pa-i ?a-i ), 

les fonclions 9 ayant la periode f, les polyndmcsP,, P2» ..., Pa-i etant 
respectivement de degre i , 2, . . . , a — i . 

8. Resolution da systenie 

G(a:-ha)) — G(x) = H(a:), 

On volt tout de suite que les fonctions H et H, doivent verifier la 
relation 

D'autre part, la fonciion cherchee G etant supposeeentiere, Fintegrale 
fG(x)dxj prise sur le contour du parallelogramme ayant pour som- 
mels o, CO, o>', 0) -+- co', est nulle; ce qui donne une seconde condition 



>0> x»(0 



f E{a:)djc = f IIi(^)e/a:. 

«/o •/ft 



( * ) Comptes rendus (1880). 
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Nous allons montrer que ces deux conditions necessaires sont suffi- 
sanies. 

En efTet, soil <p (^) une fonction emigre verifiant la relation 

La fonction G(a7) = (p(;r)-t-^eo(^)verifie la premiere des deux equations 
donnees si vp^o admet la periode w. Portons celte valeur de G dans la 
seconde equation; on aura, pour determiner ^, I'equation 

4'a>(^-+- w') — ^a)('a?) = — [9(j?-+-g/) — 9(0?)] 4-H,(a:). 

Pour qu'on puisse determiner ^ par celte equation, il faut el il 

suffit(0: 

I** Que le second membre admette la periode (o, ce qui revient a 

dire que la relation (i) est verifiee; 

2^ Que, dans le developpement du second membre par rapport aux 

puissances positives et negatives dee ^ , le tcrme independant de Tex- 
ponentielle soil nul. 

Supposons que celte seconde condition ne soil pas remplie. Soil k 
la valeur du terme en question. On pourra trouver une fonction entiere 
G verifiant les deux relations 

G{x-h(^) — G(a:) = II(x), 
G(:r -h &)') — G (:r) = H, ( J?) — k. 

Ecrivons maintenant que les deux fonctionsH(^)et H,(a?) — ^satis- 
font a la relation necessaire (2), on aura 



E{x)dx= I H,(j7)cfx--Aw. 

•/ft 



Ainsi k est nul si H etH, verifient la relation (2). II est clair que toutes 
les solutions entieres s'obtiennent en ajoutant une constante a celle 
que nous venons d'obtenir. 



(«) Voir Th^orie des points singuliers essentiels {Anncdes de l'6cole Normale; i883). 
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Si, dans les equations donnees, on augmente G d'un terme egal a 
A^(z), on ne change pas H, noais on augmente H, d'une constante. On 
enconclut: Het H^ etantdes functions entieres verifiant la relation (r), 
il existe toujours des solutiuns merumorphes des equations 

ri(j7-hr.>) — G(J7) = II(^), 

G(^ -h f./) — G (.r) = Ui(x). 

9. Resolution du sysleme 

rtG(^-Ho>) -h^G(^)=iilI(^), 
c G (^ + 0)') -4- c^G ( Ji-) = Hi (a-). 

On voit tout de suite que les fonctions H et H< doivent verifier la re- 
lation 



(I) 



dU{j') -^ cl\(a: -h (»)') — h Ui(jo) -haH^(jr -hw). 



Si maintenant on pose 



gwa __ 



a a 



?«'? = 



— ) 
c 



//,(.r)=-^H,(x), 



on est ramene a resoudre le systeme 



G(^ -f- «') — e?^' G{x) — /2, (^), 



La relation (i) devient 



(0 



/i{a: -h rW) — e^"^' h{x) = //, {x -h &)) — e*^ /ii(.r); 



a et p sont determines respectivement a des multiples pres de — et 



IITZ 



de — T' de sorle que, si Ton a la relation 



«-? = 



2/1171 3A"£7r 



Ct) 



0) 



n et k etant enlicrs, on pourra supposer a = ft ; dans le cas contraire, 
a et ^ seront distincts. 
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i^ a = ^. ~ On ramene au probleme precedent par la substitution 

Alors la relation (i) ne suQit pas pour qu'il y ait des integrates en- 
tieres; il faut y joindre la condition 

(2) / e-^h(x)dx= I e-^h^{x)dj\ 

Jo t/o 

Si celle relation est verifiee, il y a une infinite de solutions qu*on ob- 
tient, en ajoutant a Tune d'elles le terme ke^^. 

2° a. et ^ sont distincts. — En appelant ^{x) une inlegrale particu- 
liere de la premiere equation, on devra avoir 

'I ayant la periode w. 

Portons celte valeur dans la seconde equation. On aura, pour deler- 
miner '^, I'equation 

II faut que le second membre admette la periode co, ce qui revienl a 
dire que la relation (i) est verifiee. 

Cela pose, on pourra determiner ^ par la methode des coefficients 
indetermines. En effet, supposons le second membre egal a 



IniTlx 



2 



a„e " 



Faisons 



'I' =2 K 



Inix 



t i fZM' 



on aura, pour determiner les 6, les relations 



^^l 



bn{q''—f^) — (tn, K^ nn_^ 
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On ne peut pas avoir q" = k^ car alors ^ et a ne seraient pas distincU^. 
D'autre parl,le module de 7^— ^- est loujours plus grand qu'unnombre 
fixe. La serie formee avec les h est done convergente. Ainsi il n'y a 
qu*une seule solution entiere. 

Resolution du systeme 

aQ(j{x -\- nt^) -f- AT, G[a: -h (/I — i)w] -f-. ..-+-«„ G(^) = H(j:), 
^oG(.r4-m(o')-h^iG[cC-h (m — 1)0/] -4-. . .H- />,„ G(,r) = Hi(jr). 

On voit que les fonctions H, H, doivent verifier la relation 

( z=:aoHi(j7 + wco) -H flTj Ht[^ 4- (/^ — i)&)] -t-. . .4- rtnH|(.r). 

Cela pose, Tintcgrale generale de la premiere equation est 

9 etant une solution parliculiere, e^^* une racinede I'equation caractc- 
ristique dont Tordre de multiplicite est a 4- 1 ; enfin les fonctions 'j* 
admeltent la periode co. 

Portons cette valeur de G(a?) dans la seconde equation, puis faisons 
passer dans le second membre les fonctions 9. Le second membre est 

Le premier membre est evidcmment une integrale de 

«o G (x -h /1 0)) 4- ^1 G [ ^* -+- ( « — I ) fi) ] 4- . . . 4- «„ G {x) =: o. 

La fonclion II doit satisfaire a cette equation, ce qui revient a dire 
que la relation (i) est verifiee. 

Onchercheraa determiner les fonctions 'j* par identification. Egalons, 
en effet, dans les deux membres le coefficient de ^^x^\ on aura 

h^e'^i\i^' ^^{x 4- m w') 4- 6, ef '«-»)>•<-' ^r^\x 4- (m— i)w']4-...4-6,„^a(^) = Xa(-»^)» 

Z.« 2iy^nt aussi la periode co. 
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Posons 



4-« 

fni7C» 



Xo^i^)=^^ne - , 



'\foL{J^)=^^ne 



SniTCX 



fa> 



J/7C0>' 



q = e ^ , A: = e^*^'; 

on aura, pour determiner B;,, Tequation 
Si kq" n'est pas racine, 

on pourra delerminerB;,. 

On aura 

g ^» 

Chacun des facteursdu denominateur ason module plus grand qu'un 
nombre fixe. La serie formee avec les B est done convergenle. 

Si, au conlraire, pour cerlaines valeurs de n, ¥(kq'') s'annule, le 
terme correspondant A„ du second membre doit etre nul. On pourra 
alors donner a B^ une valeur arbitraire. 

Si kq'^ anqjule F(a?), on a 

kq" =zu = ef****', 

^ 2 /I ITT imiTZ 

fx — A= 1 j—i 

c'esl a-dire qu'entre deux raeines u^iv des equations 
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existe la relation 




(2) 


logc logu 

&) CO 



en choisissant convenablement la determination des logarithmes. 

'la etant determine, on pourra ensuite determiner ^}/a«i par la meme 
nielhode. Nous pouvons done enoncer le resultatsuivant : 

i^ Si aucune des racines des equations caracteristiques ne satisfait 
a la relation (2), le probleme propose admet une solution entiere et 
une seule. 

2^ Dans le cas conlraire, il faut que les fonctions H et H,, outre 
la relation (1), verifient d'aulres relations, telles que A«=o. Si ces 
conditions sont realisees, il y a une infinite de solutions entieres. 

1 1 . Solution de l' equation 

Cherebons d'abord quel doit etre I'ordre de h{x) aux points a -+- /i 
{n variant de — 00 a -hoc; nous dirons, pour simplifier, des points 
congrus a a), Soit ^n Tordre de g(co) au point a -h /i; Tordre de h sera 

*'/i '—- f^/i - 1 \^n • 

It etant entier, r„ est nul ou positif. Ainsi [jl^ ne croit pas avec /i; il ne 
pent pas devenir negatif : done, pour des valeurs de n suffisamment 
grandes, tX;, reste fixe, ^„ est alors nul. Ainsi, parmi les zeros de h{x) 
qui sont congrus a a, il y en a un nombre limite a droite du point a. 

Je vais dcmontrer que, si cette condition est remplie, on peut re- 
soudre Tequation. 

En cffet, parmi les zeros de x qui sont congrus a a, prenons celui 
qui est le plus en avanl vers la droite. Designons-le par a, Prenons 
pour ordrede^(a7) en a = o. L'ordre dela fonctiong'auxautres points 
de la suite a -h /i sera determine si Ton connait I'ordre de h en ces 
points par Tequation 
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Far cetle metliode, a chaque systeme de zeros congrus (A) de A, nous 
faisons correspondre un systeme (A) de zeros de g. 

Cela pose, soient (a), (i), (c), ... lessyslemes incongrus de zeros 

de h. Formons les syst^mes (A), (B), (C) Les points de ces sys- 

temes Torment un ensemble ayant comme seul point limite le point x;. 
On peut done former une fonetion/(5) ayant pour zeros les points de 

(A), (B), (C), — Le quotient -^ V. a pour zeros les points de (a), 

(6), (c) Done 

Soit maintenantQ unefonction entiere verifiant la relation 

9 ( J? 4-1) — 9(0:)=: — ^(j7). 
Le produit 

est une solution de la question. 

On obtiendra toutes les autres en multipliant ir par une fonction en- 
tiere ayant pour periode i. 

On resout de la meme fa^on I'equation 



12. Resolution du systeme 



= h{x), 



= h,(x). 



^'(.r-t-r,)') 



Les fonciions A et A, doivent etre telles qu'on puisse integrer sepa 
rement chacune des equations 

De plus, elles doivent verifier la relation 

^*' h{x) ■*" /ii(x) 

Ann, de I'tlc. Normale. 3* Seric. Tome IV. — DAcexbre 1887. 4^ 
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Enfin rinlegrale / ^ (l ^ P"se le long dii parallelogramme 

(xq, Xq -4- CD, a?o -H cd', ^0 -H 0) -f- (!>') doit etre egale a 2/iiri, n n'etant 
pas negatif si Ton donne a oxo' la disposition ordinaire. Cette integrate 
est 

En vertu de la relation (i), cette difference est un multiple de aiir. 
Mais il faut, de plus, que ce multiplicateur soit positif. 

Si ces conditions sont remplies, le probleme est possible, pourvu que 
le multiplicateur ne soit pas nul. 

En effet, soit '^(x) une solution (convenablement choisie) de la pre- 
miere equation. On devra avoir 

On determinera vj; par la condition 

En vertu de la relation (i), le second membreadmet la periode to. On 
peutconclure qu'il est entier. En effet, si a est un zero de A(x), la 
fonction 71(0?) n'admet comme zeros congrus a a par rapport a co que 
ceux qui sont compris dans la serie a — /?(i), p etant positif; tz(x -^ to') 
a done des zeros dont Taffixe est a — (3i' — />(i) sans avoir tons ceux qui 
sont compris dans cette formule. Ces zeros doivent done se trouver au 
numerateur, car sans cela le second membre ne serait pas periodique. 

On est done ramene a la question suivanle : Etant donnee une fonc- 
tion (f(x) admettant la periode (i>, trouver une autre fonction periodique ^, 
telle que Von ait 

On pourra, par la methode du numero precedent, calculer a/?non 
I'ordre minimum de "^ en chaque point. II est possible de former une 
fonction periodique F ayant en chaque point un ordre egal a celui que 




J 
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nous venons de determiner. Elle vcrifiera la relation 
ef^'> admettant la periode (o, on doit avoir 

/(•2?) = -— f-/,(a:), 

/, ayanl la periode (o. 

On pourra done trouver one fonction p.(a?), admettant la periode w, 
telle que Ton ait 

\3.{x 4- w') — fx(a:) =/,(iF) — A, 

A etant une constante. 
Le produit 

verifie la relation 

La fonction entiere 
satisfait aux deux equations 



ITKix _ 



La construction de ^i(^) montre qu'on pent choisir un parallelo- 
gramme (rPo* ^o -f- <i>» ^o -+- ^'» a;o -h o) H- ci)') a Tinterieur duquel il n'y 
a pas de zeros de ^i(^). En ecrivant cette condition, on trouve 






Done, en vertu de la relation (2), a est positif. En prenant le produit 
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de a fonctions convenablement choisies, onformeraun produit a(j7) 
satisfaisant aux equations 

X ( JT -h C) ) 



A(a-) 



= I 



» OLTZ I J- 



^i-r-hW ) ^ A 

= e "" 



La solution de la question sera alors 
Cest evidemment la seule. 
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SUR QUELQUES FORMULES 



RELATIVES 



AUX DISSOLUTIONS SALINES, 



Par p. DUHEM. 



I. — Historique. 

En i858, dans un Memoire demeure celebre (*), M. G. Kirchhoff 
appliqua le premier les principes de la Thermodynamique aux actions 
calorifiques qui accompagnent la dissolution dans I'eau d*un gaz ou 
d'un sel; cette application le conduisil, dans Ic cas des dissolutions 
salines, h une relation aussi importante qu*inattendue; il resulte, en 
efTet, de cette relation que i'on pent ealculer la chaleur mise en jeu 
par la dilution d*une solution saline, pourvu que Ton sache comment 
la tension de la vapeur d*eau emise par cette dissolution varie avcc la 
temperature et avec la concentration de la dissolution. 

Cette formule est la suivante : 

Si Ton designe par 'kdm la quantite de chaleur degagee lorsqu*on 
ajoute un poids d*eau dm a une certaine dissolution portee a la tem- 
perature T; par/? la tension de la vapeur d'eau emise par cette disso- 
lution a la temperature T, tension qui est fonction de la temperature T 
et de la concentration s de la dissolution ; par 11 la tension de la vapeur 
d'eau pure a la meme temperature; par A Tequivalent caloriiique du' 
travail; par R une constante qui a la meme valeur dans tons les gaz 



(1) G. KiRCiiHOFF, Ueber einen Siitz tier mcchanischen ffiirmctheoric wid einige Ainveii" 
dungen derselben {Poggcndorff's Annalen der Phrsik and Chemicy t. CHI; Kirchhoff 's 
gesammelte Jbhandlurtgen, p. 485). 
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M. Arons (*) a essaye de faire disparaiire oe desaccord; la for- 
mule (3) suppose que Ton puisse appliquer a la vnpeur d'eau les lois 
de Mariolle el de Gay-Lussae, c'est-a-dire que Ton ait, en designant 
par (^ le volume specifique de la vapeur d*eau sous la pression /> k la 

temperature T, 

RT 

p('= — • 

'^ ^ 

A celle formule, M. Arons substilue la formule de M. Clausius 

"*^ Rt""r-a («'-Hl3)* ' 

Xf ill), n^ a, p etant cinq constantes positives dont la valeur ne nous 
importe pas ici. II trouve alors que la formule (3) doit etre remplacee 
par la suivante 

(5)LM=Am.[vi>-rn-T(v^-r^)-|«T.-»..(^_y^)]. 

V etanl, a la temperature T, le volume specifique de la vapeur d*eau 
sous la pression P et T etant, a la meme temperature, le volume speci- 
fique de la vapeur d*eau sous la pression 11. Comme on pouvait le pre- 
voir, Taccord de la formule (5) avec I'experience n'esl pas meilleur 
que Taccord de la formule (3). 

II est done manifeste que, jusqu'ici, Texperience et la iheorie ne 
concordent point dans Tetude des dissolutions salines; on pent bien, 
pour expliquer ce desaccord, invoquer des reactions plus ou moins 
complexes qui se produiraient entre le dissolvant et le sel dissous; 
mais, avant de recourir a ces explications toujours liypothetiques et 
parfois invraisemblables, il est de toute necessite de reprendre la 
theorie et de controler son entiere exaclitude; dans ce controle on ne 
tarde pas a s'apercevoir, d'une part, que les raisonnements par lesquels 
on a cbercbe a plusieurs reprises a elablir la formule (3) sont tons 
fautifs; d^autre part, que les desaccords se sont tons produits dans les 



(*) Arons, fFiedeman/t's Annalen der Phjrsik itnd C/iemie, t. XXV, p. 408; i885. 
Ann. de VRc, Sormale. 3« Serie. Toinr IV.— D£cembre 1887. 49 
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II. — Chaleur de dilution. 

Nous avons montre ailleurs (*) comment la Tlieorie du polenliel 
ihermodynamique conduisait aux formules relatives a la chaleur de 
dilution; nous allons reprendre tres rapidement celte analyse, en vue 
d'etablir quclques relations qui nous seront utiles par la suite. 

Considerons une dissolution qui renferme un poids m, d*cau et un 
poids m,^ de sel. Posons 

(7) ^= > 5= • 

Le premier de ces rapports represente la dilution de la dissolution, 
le second la concentration. 

Le potentiel ihermodynamique sous pression constante de la disso- 
lution est une function homogene et du premier degre des quan- 
tiles /7i|, m^; si Ton designe par T ce potentiel, et si Ton pose 



(8) 



on aura 

(9) 
avec 

(10) 






^^=m,9,(/^T)-+-m,(p,(/^T) 
= m, ij;, (.9, T) 4- m, ^^{s, T), 

,()9,(///r) . d^,{h.l) _^^ 
dh "^ dh ~ ' 



ds ds 



Nous avons etahli ailleurs les conditions d*equilibre de la vapeur 
d*eau en presence d'une semblable dissolution et nous avons montre 
que, si Ton designait par p la tension de la vapeur emise par une dis- 
solution de concentration 5 a la temperature!, parr le volume speci- 



( '; I.e potvntiel thermodynamique et xes applications , I"' Partie, Chapilre III. 
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iMais, pour s = o, •j'|(5,T) devienl idenlique a 0|(T). On peut done 
ecrire Tegalile precedente 

Oil bien, en verlu de I'egalite (i i), 

Telle est la formule de la chaleur de dilulion^ Cette formuie demontre 
la proposition suivante, dont rimportance el la generaiile meriient 
peui-etre d'etre sigrialees : 

A la seule condition de ndgUger le volume specijique de I'eau ou de la 
dissolution devant le volume specijique de la vapeur d'eaUy on peut calculer 
a priori /!» chaleur de dilution si Von connait : 

i^ La relation qui existe entre la temperature ^ la concentration de la 
dissolution et la tension de la vapeur quelle emet; 

tP La loi de compressihUite et de dilatation de la vapeur d'eau. 

Si Ton suppose que la vapeur d'eau suive les lois de Mariotte et de 

Gay-Lussac, on a 

RT 

Si Ton observe alorsque, \)onvs = o,p prend la valeur 11, regalite(i3) 
devient 

(.) x = — P^lognepg. 

Cesl la formule de M- G. Kirchboff. 

Si, au contraire, on suppose que la loi de compressibilite et de dila- 
tation de la vjapeur suit donnee par la formule de M. Clausius, on a 

Tssp _ r __ A.T-"— ife 
On a alors 

()p ___ RT r I __ a(cl>T-^*--in>) 1 ^ 
ds "^ GT l(i> — (xy (^-^?y \ds 
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Si un poids de sel dni^ passe du sein du sel solide au sein de la disso- 

lulion, nous aurons 

rf* = ['^,(.?,T)-0.(T)]rf/w„ 

par consequent, comme, en verlu de Tegalile (12), la quantile de clia- 
leur Ldm^ absorbee par le systeme aura pour valeur 






on aura 









n 



Nous supposerons que, aux tcniperaturee oil nous operons, ie soiide 
nesoil pascnlierement misciblea I'eau; il existealors, a cliaque tempe- 
rature T, une concentration S pour laquelle la dissolution est saturee 
du solide. La relation qui existe entre S el T est, comme nous I'avons 
vu ailleiirs('), la suivanle : 



(i'l) 
Or on a 



•|,(S,T) = 0,(T). 



«J^,(.«.T) .J, <J' 



ra^'^'^-^''''^] 



= r|,(S,T)-T^.4-,(S,T)|-[.|,(*.T)-T^,4;i(.sT)j. 

D'autre part, I'egalite (i4) donnc 



On a done 






*)S (TV 



dS fiT ~~ dT 






(Is, 



(* ) Atf potentlel thermodynanuque et ses applicatto/ts, W Partie, Chapilre I, 6galit6 (7(>). 
p. I'jiG. 
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Si nous supposons que la dissolution doive etre finaleinent saluree, 
7 devra etre egal a S, et la formule precedente deviendra 



s ,.s 



Telle est la forninle qui doit etre snbstituee a la formule (3). On voil 
qu'elle s'ecarle de la formule (3) par des points tout a fait essenliels. 

En premier lieu, elle ne pent etre debarrassee du double signe d'in- 
tegration si Ton ne donne la loi experimentale qui lie la tension de la 
vapeur a la concentration et a h temperature. 

En second lieu, elle depend de la loi desolubilite dusel, tandis que 
la formule (3) n'en depend pas. 

Elle ne diflere guere moins de la loi proposee par M. H. Le Cliate- 
lier et representee par la formule (6). 

D*apres Tegalite (i6), on a 



dL 
ds 



ds dT\ dsly 



ou bien, si la vapeur d*eau est supposee suivre la loi de Mariolte et de 

Gav-Lussac, 

dL _ ART* d' log/> 
ds zns OT ds 

La cbaleur de dilution n'est done independante de la concentration 
que si Ton a 

dsdT ~ 
ou bien 

(.9) i t =A'>. 

la fonctiony ne dependant pas de la temperature. 

Si cette condition est realisee, ce qui naura pas lieu en general^ Te- 
galile (i8 bis) deviendra 

Ann,de I' Kc. Sormale, 3*Serie. Tome IV. — Decembre 1887. 5o 
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Elle ne coincidera avec Tegalile (6) que si Ton a 

/(S) = /, 
t etant une constante, cas auquel regalile (19) deviendrait 
/ / V I dp . 

Cette loi est tout a fait inacceptable pour la plupart des solutions sa- 
lines. Cette loi monlre, en effet, que t estforcement negatifdans U for- 
mule de M. Le Chalelier. Des lors, d'apres cette formule, un sel qui se 
dissout avec absorption de chaleur est d'autant plus soluble, que la 
temperature est plus elevee; rinverse a lieu pour un sel qui se dissout 
avec degagementde chaleur. MM. G. Chancel etF. Parmcntierontajoute 
recemment, en etudiant Tisobutyrate de chaux, une nouvelle excep- 
tion a toutes les exceptions dejii connues qui s'opposent a Tadmission 
(le cette loi comme loi generale. 

Les raisonnemcnls precedents et les formules qui en resuUent n*au- 
raient plus de sens pour un corps soluble dans Teau en toute propor- 
tion. Mais, si Ton remarque que, par raison de conlinuite, le corps 
dissous dans une quantile d'eau infiniment petite diftere infiniment 
pea du corps anhydre, on voit que Ton pent ecrire 

J, \_ ^.v OsOl. J 

en sorte que Ton a 

ou bien, en vcrtu des egalites (10) et (1 1), 

Pour dissoudre dans Tunile de poids d'eau un poids^d'un pareil corps, 
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a la temperature T, il faut fournir au systeme une quantile de chaleur 

"■' ^'=*X'X"i["s--';^(40]'"*- 

Si done iin corps est soluble dans Veau en toiite proportion ^ on pent de- 
terminer la quantite de chaleur degagee par la dissolution d'un poids de- 
termine de ce corps dans un poids d*eau determine a une temperatuje 
determinee, si Von connait : 

i^ La relation qui existe entre la temperature y la concentration de la 
dissolution et la tension de la vapeur d*eau e'mise par cette dissolution ; 

2° La relation qui existe entre la temperature, la pression et le volume 
speci/ique de la vapeur d'eau. 

Si l*on applique a la vapeur d'cau les lois de Mariotle et de Gay- 
Lussac, la formule (21) devient 

(22) 41(7 — / / - -^-§fdscis'. 

^ Jo J, ^ ^^^^ 



IV. — Sals qui suivent les lois de von Babo et de Wullner. 

Von Babo avait enonce les deux lois suivantes : 

1° Lorsque, dans un poids d'eau egal a Tunite, on dissout un certain 
poids 5 de sel, la tension de vapeur subit une diminulion qui, a une 
temperature determinee, est proportionnelle a s, 

2® A differentes temperatures, les diminutions de la tension de va- 
peur produites par la dissolution d'un meme poids de sel dans un meme 
poids d'eau sont entre elles commc les tensions de vapeur de Teau 
pure a ces temperatures. 

L'ensemble de ces deux lois se resume dans la formule 

(23) p^zll-KUs, 

p etant la tension de vapeur saturee a la temperature! d'une dissolu- 
tion de concentrations, TT etant la tension de vapeur saturee de Teau 
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De la, on deduit 

f.Ksj r'^i, i-(K4-K'n4-K^nM5' , s 



S-s' 



[i-(K-hK'n-+-K'n«)S][i~(K-f-K'n-hK'n«)y] 



ds', 



I/integraiion peut aisemeDt s'effectuer. 
On a, en effet, 

_ I- ( K4-K n4- K^ip)g ij- (K + K n4-K *n>)g 

k -^ K.'I1 VK'fl* ^^ I - (K + K'U -h k''Il«)S' 

r' _s-f^ ^. 

J [, _ (K 4- K'U H- K'"II^)S] [I - (K -h K'fl -h k'n«)5''] 



a 



~ [, __ (K 4- K'U 4- KMI*)S] (K 4- K'U 4- K'U«) 

I 
-^ [i - (K 4- K'U 4- KMi»)S] [K 4- K'U 4- K'U*] 

X [S - (K 4- K'U 4- K'^U')] log[i - (K 4- K'U 4- K''IV)<7]. 

Lors done qu*une dissolution saHne suit la loi de Wullner, la quan- 
lite de chaleur absorbee par la dissolution d'un poids determine de sel 
dans un poids determine d'eau peut etre exprimee sous forme finie. 

Cette expression sous forme finie, qui aurait un grand interet si Ton 
voulait comparer la theorie a Texperience par des calculs numeriques, 
nous sera moins utile ici que Texpression (^5), bien que cette der- 
niere ne soit point entierement debarrassee du signe d'integration. 

Les quantites/^et — -^ devant toujours etre positives, on voit, en 
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perature, tandis que, pour une dissolution de concentration constante de 
ce sel, la valeur du rapport ^ a la m^me temperature crott avec la tempe- 

rature, la dissolution s'effectue avec degagement de chaleur. 

Si les variations que la temperature fait subir a la solubilite et au rap- 
port i: sont de mime signe, ilpeut arriver que le sel se dissolve soit avec ab- 
sorption^ soit avec degagement de chaleur. 

Telles sont les consequences de la formule (i8) pour les sels qui 
suivent la loi de M. Wullner; pour les sels qui suivent la loi de M. von 
Babo, on pent alien plus loin encore. Dans ce cas, on a 

K' = o, K^^zo, 

et I'egalile (26) devient simplemcnt 

, , ,. ART* () log P rf logs 

Nous avons demontre ailleurs que la tension de vapeur d'unc disso- 
lution est toujours inferieure a celle de Teau pure, et qu'elle est d'au- 

tantplus faible que la dissolution est plus concentree; — ^— est done 

certainement negatif et ^a a certainement le signe de -t^- La for- 
mule (27) enlraine done les consequences suivantes : 

i^ Lorsquun sel suit la hide von Babo, la dissolution dans Veaud'un 
poids determine de ce sel met enjeu une quantite de chaleur proportionnelle 
a ce poids et independante du poids d'eau dans lequel on le dissout, 

2^ Cette dissolution absorbe de la chaleur ou en de'gage, selon que la 
solubilite du sel crott ou decroit lorsque la temperature augmente, 

Le sel marin, par exemple, suit sensiblcment la loi de von Babo, 
d'apres les experiences de M. Wullner; le sel marin est plus soluble 
a chaud qu*a froid; par consequent, le sel marin doit se dissoudre avec 
absorption de cbaleur; cette conclusion est parfaitement conforme a 
I'experience. Au contraire, dans le cas du sel marin, la formule (3) 
presente avec Texperience le desaccord le plus flagrant; en cffet, le 



• 



Vkj p. duhen. 

sel rnarin sc dissolvaot avec absorption de chaleur, le rapport g 

devrait decroitre lorsque la lemperature croit; or cc rapport est ind*^- 
pendant de la temperature, d*apres von Babo et M. Wullner: il erMit 
meme avec la temperature* d*apres les experiences de M. Tammann. 
lJ*apn*s re{(alite('Q3;, qui exprime la loi de Babo, on a 



d Ioj,'P _ K 

7T y 



dS I - KS 

en sorte que la formule (2^] ) pent aussi s*errire 

_ AR'P K r/]ogS 

En rempla^ant ___ ^^. qui, par la presence de S, depend de la tempe- 
rature, par une constante, on trouverait la formule (6) donnee par 
M. Le Cb&telier comme loi generate de la dissolution des sels. 

V. — Chalenr sp^cifique des dissolutions. 

Les methodes suivies dans lesChapitres precedents permettent aussi 
d'etudicr la clialeur specifiquc d*une dissolution. 

La capacite calorifique d'un systeme, dont le potentiel thermodyna- 
niique sous pression constante est 4>, a pour valeur 

Si done on deslgne par y la chaleur specifique d*une dissolution, on 
aura 

(a8) (//I, +-/7?j)y = — AT m, _lli,J— .' -f- //i, ^.p - - 

(4elte cgalite pent se transformer de la maniere suivante : 
On a 



,.(A,T):^(?,(T)-Hjf'^Pc//. 



i 



A 
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ou bien, en verlu de Tegalite (i i). 



et, par consequoni, 

- AT — ^Ti— - - AT -^- - AT -^,j^ . — ^^ - dh. 

Si I'on designc pare, la clialeur specifique de I'eau pure a la tempera' 
lure T, on a 

et I'egalite precedente devient 

(29) -AT ^.j., _c.-AT^j^ ^.____rf/,. 

De mSme, on a 

„(A,T) = 9.(T)-/^-MlI)*. 

Mais les egalites (10) doDnenl 






et Tegalite (11) donne 



ds ds 



On a done 



Si Ton designe par c^ la chaleur speeifique du sel solide a la tempera 
ture T, on aura 



c, — — AT— ^^ 
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(!t Tegalitc preceilente deviendra 



,, , .._d«o^(A/r) ,_ d' fi'dpis,!). 

(3o) -Ar ^, =c.-AT^-^.j JT^^''*- 

Au niuyen desegalitt's (29) et (3o), I'egalUe (38) devient 

I {nit-h rn,)y = m,c,-\- m,c, 

Celle egalite ('3i) montre que la difference qui existeentre la chaleur 
specifiqiie (Vane dissolution et la chaleur specijique calculee aumoyen de 
la regie des melanges^ en supposant que chax^un des deux corps melanges 
garde la ni6me chaleur specijique qua Vetat de purete, peat se calculer 
lorsquon connait : 

I ** La loi qui lie la tension de la vapeur emise par la dissolution a la 
composition de la dissolution et a la temperature ; 

2'* La loi qui lie le volume de la vapeur d'eau a la pression et a la tem- 
perature ; 

3** Im loi de solubilite du set. 

Si Ton applique a la vapeur (l*eau les lois de Mariotte et de Gay- 
Lussac, Tegalite (3 1) deviendra 

( (W, + W'l)"/ = 'III C, + IlliC, 

Si, de plus, la dissolution suit la loi de iM. Wiillner, on aura 

= ,K + K-n + K-IP, [logl + log i^<^«;»Jl.^;] ; 



on aura egalenient 



^' n^ I - (K -h K'n ^- KMP).v. 
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Si Ton remarque rnaintenant que clans requalion(32) les derivees, par 
rapporl a la temperature, doiventetre prises en regardant s et Seomuie 
des constantes, on trouvera facilement Texpression de (m, -+- m.^)-^. 

Un eas particulier est interessant, c*est celui ou le sel suit la loi de 
von Babo. Dans ee eas, le calcul precedent donne 

(33) (/Wi-f- fnf)y = miCi-\- F)ijCf. 

Ainsi, si tine dissolution suit la loi de von Babo^ la chaleur specijique 
coincide ai^ec la chaleur speci/ique calculee d'apres la regie des melanges, 
en supposant que chacun des deux corps melanges ait la rnime chaleur 
specifique dans le melange et a I'etat depurete. 

L'egalite (32) prend une forme particulierement simple dans le eas 
ou la dissolution est saturee. On a alors 

et regalite(32) devient 

AKT' d^ ( P 

(/Wj-h m,)y =w,Ct-4-//i,c,— /w, -^— ^ f T logjj 

(33/>/5){ ^ 

^ ART d , P ART« d- , 1* 

^;„,c,-f-m,c,-2m.-^^Iogjj-m.-^^.^logjj. 

II fa ut observer que, dans les derivees /?am>/fe^ par rapport a T que 
renferme cette formule, P est non pas la tension de vapeur saturee 
emise par la dissolution saturee, mais la tension de la vapeur saturee 
emise par la dissolution de concentration S, independante de la tempe- 
rature, cette concentration coincidant a la temperature T avec celle de 
la dissolution saturee. En d'aulres termes, on a 

La formule (33) rappelle par sa forme la formule (2) de Al. G. Kircli- 
boff. Cette derniere donne lieu a quelques remarques importantes. 

Voici le probleme que M, G. Kircbhoff s'est propose de resoudre au 
moyen de la formule (2). 



4o4 I'. Dili EM. 

Un sysleme renferme un poids desel egal U I'linilc on contact avec 
un poids m| d*eau insuftisant pour le dissoudre. CcUe eau est saturee 
de sel a h\ temperature T; elle renferme un poids m^ de sel, en sorle 
(|ue Ton a 

nil ff^t 

On chaufle le sysleme a la temperature (T-+-^), de maniere que la 
dissolution soit encore saturee a cette nouvelle temperature; il se dis- 

sout un poids de sel r//Wa= m, -^(J^- Le systeme absorbe une quantite 

de chaleur CrfT. On se propose de calculer C. Tel est le probleme qiie 
s'est pose M. G. KirchhofT, ainsi quMl resulte du passage suivant de 
son Memoire (*) : 

t La quantite C determinee ici, quantite que j'ai nommee la capa- 
cite calorifique du systeme, est la quantite de chaleur qu'il I'aut lui four- 
nir pour rechauffer de i**. Pendant cetechauffement, il arrive ou bien 
qu*une partie du sei solide se dissout ou bien qu'une partie du sel 
dissous se precipite; par suite de ces pbenomenes, de la chaleur est 
engendree ou detruite dans le systeme lui-meme; la chaleur ainsi ab- 
sorbee ou degagee forme une partie esseutielle de C. » 

D*apres les egalites (33) et (iC), la quantite C ainsi detinie a pour 
valeur 

ou bien » 

La formule de M. G. KirchhoflTest la formule 



( * ) G. Kirchhnff's ^esanunclte Jb/iandUutgeny p. 475. 



SIJR QUELOUES FORMULES RELATIVES AUX DISSOLUTIONS SALINES. /|o5 

M. G. Kirchhoff a (lone oinis le lerme 



-Urn,— ^^i^—^j, 



terme toujours posilif, a moins que la solubilite du sel ne soil indepen- 
dante de la temperature, ce qui est un cas extrememenl particulier. 

On voit par tout ee qui precede que la theorie des dissolutions sa- 
lines, telle qu*elle elail connuejusqu^ici, renfermait plusieurs formuies 
inexactes qui etaient venues se greffer sur I'importante relation que 
M. G. KircbhoflTavait signalee enire la chaleur de dilution et les ten- 
sions de vapeur des dissolutions salines. Les dementis que ces relations 
erronees avaient re^us de Texperienceavaient peut-etre donne a penser 
a quelques physiciens que la theorie nieme de M Kirclihotf etait 
inexacte. Nous savons maintenant qu'il n*en est rien. Non seulement 
la valeur de la relation donnee par M. KirchhofT n'est pas diminuee, 
mais, de plus, tine application rigoureuse des principes de la Thermo- 
dynamique permet d'etablir des (brmules analogues pour la chaleur de 
dissolution et pour la chaleur speciPique des dissolutions salines. Et 
Ton pent elre assure.que la theorie nouvelle ne renconlrera point de 
contradiction dans I'experience, du moins tant qu'on s'adressera a des 
dissolutions satisfaisant aux conditions expressement stipulees par la 
theorie, c'esi-a-dire exemptes de toute reaction chimique entre le dis- 
solvant et le sel dissous. 
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ET LES 



COIJRBES TETRAEDRALES SYMETRIQUES, 



Par M. V. JAMET, 
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ANCIENELEVE DE l'eCOLE XORMALE SUPERIEURK. 
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INTRODUCTION. 

En 1 865 et 1 866, de laGournerie presentail a rAcademiedes Sciences 
Irois Memoires ayant pour objet Tetude des surfaces designees par lui 
sous le nom de surfaces letraedrales symetriques et representees par 
I'equation 

it) 

oil a, p, y, S designent les coordonnees d'un point, mobile sur la sur- 
face, par rapport aux plans des qualre faces d*un tetraedre, dit tetraedre 
de symetrie. Le dernier dc ces Memoires, ayant pour objet de genera- 
liser les resultats obtenus dans les deux Memoires precedents, au sujet 
de courbes et de surfaces du quatrieme et du buitieme ordre, renfer- 
mait, au debut, une elude des courbes planes representees par Tequa- 
tion 



^x/n 



courbes dites triangulaires. La seconde Partie etait consacree a etudier 
divers modes de generation des surfaces letraedrales, leur degre, leur 
equation tangenlielle, les droites qu'elles renfermenl, les systemesde 



(A) 
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qu*on peul former avec n lignes horizontales du Tableau ci-apres : 



I 








1 








I 


lT 








L. 




• • ■ 




L, 


dU 








dL, 








«JL„ 


dxt 








<9ar, 








dJTf 


L? 








LJ 




• • • 




LJ 


dU 








dU 








aL„ 


dxt 








dcct 








Ari 


L? 








l; 








LJ 


dU 








dU 








# • • • 


d.r,,-i 








<^-^^;i-l 








()xp_, 


^A 








LJ 








L5 






)' 


m 




■if' 


)' 


m 




L? 








i^S 








LJ 




2 ^-^ 




mhi 


i4 


dU 






L? 




i4 


mL, . , 

I 3 


* ■ • • V 


> a • • 


• • • • 


djr,, <)jrt. 




— • • • 

• • • • > • 


• • • • 





Nous allons voir que toutes ces e(|uations admelteut une iDlegrale 
commune, dependant de n — i coiislanles arbitraires. En effel, multi- 
plions lous les elements de la premiere colonne verlicale d'un lei deter- 
minant par Lf^*, de la deuxieme par L^^S et ainsi de suite, puis obser- 
vons : 1® que la premiere ligneborizontaledu Tableau (A)ainsimodifie 
renferme les fonctions L^, L|^, L^, . . ., LJJ; 2^ que les /? — i lignes sui- 
vanles renfermenl, dans le meme ordre, les derivees partielles, du pre- 
mier ordre, des memcs fonctions, les derivees d'une meme ligne etant 
prises par rapport a la meme variable (nous faisons abstraction du 
facleur pi, qui est le meme pour tons les elements d'une meme ligne); 
3** que cbacune des lignes suivantes renfermera (a un facteur pres, 
identique pour tous les elements d'une meme ligne) les derivees se- 
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Alors, quand on aura multiplie par Lf"^S L5"^^ ..., LJJ"^^ les elemenls 
(le la premiere, de la deuxieme, ..., do la n*^"® colonnc verticale d'un 
determinant lire du tableau (A), la seconde colonne de ce determi- 
nant ne contiendra que des elements d'une des trois formes suivantes: 

!*» (L, -+- AL,)s^=: Lf -+- A(L«^) -- L^+ (^ -\-e) M^z, L«f 4- (^Lf "'M -+- e)M, 











^~ dx/idxi, \__dx,tdxk J dx/^dxj^ I Ox/,dxk 



'] A/, 



£, £', £" tendant vers zero avec A/. 

Si donconretranehedeselemenlsde la deuxieme colonne les elements 
de la premiere, et qu'on divise lous les elemenls de la colonne restante 
par A/, on constate que celtc colonnc se compose d'clements qui, 
lorsqueA^ tend vers zero, tendent eux-memes\ers Texpression pLL^"*M 
ct ses derivees, du premier et du deuxieme ordrc, par rapport aux 
variableso?!, j^a'-^s' •• • ? ^/,^|.Donc on trouvera, par les considerations 
precedentes, Tintcgrale 

Si plusieurs fonctions, autres que La, tendent vers L, et que leurs de- 
rivees par rapporta t soienl, pour/ = t^, differenles deM, la recherche 
de Tintegrale ne presente pas de difficulte : on est conduit a remplacer, 
dans Tcqualion (5), un ou plusieurs termes par des expressions de la 
forme 

iM/ designant un polynome lineaire par ropport a a?, jti, x^, . . . , XJ,_^. 
Mais, si Lj ct L3, par exemple, tendent a devenir identiques a L, , cl que 



l^ ^ 
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et ecrivons Tequation (i) comme it suit : 



ou bien encore 



^ -4- ' ^ P' ^. P* ^ ^^^^o 



*^1 / ^^3 



OU enfin 

(3.4-1 ^(rj _^ I ., ^ P, ^ _^ !^'' -n 

£ lendaut vers zero avee At. 
Supposons que les coefficients 

soient infmiment pelits avec A^ et posons 

iim^-^- =:-/., hm ^^=73, .. ., Inn J-^ =.-/.; 

quand A^ tendra vers zero, Tequation precedente se transformera conime 
il suit 

yi^ L(^li\ ^y±^ -^2±-o 

etnous pourrons ecrire cette derniere equation sous la forme 






^« -1. ;j \ ^^ /^ _!. ^3 _^ u '^'^ — .» 

-, H 0, p^ h ■ 1- . . . -h |- — o. 



S,» §2, O3, . . ., Srt designant des constantes. 

Supposons encore que L, devienne identique a L, et que sa dei ivee 
par rapport a / devienne identique a cclle du polynome L, pour / = /„. 

Posons Y = £/ et ecrivons Tequation precedenle sous la forme 






Supposons £, 4- I, S4, £5 tn infiniment pehts du meme ordre 
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que A/'. Supposons aussi e, = — A/ + uA^', u lendant vers une limile 
finie Uo quand A/ tend vers zero, et pusons 

lira ^ = ?♦, 



limi^ =C,; 



I'equation (8) deviendra, pourA^ = o, 



L 






et nous pourrons ecrire cette derniere equalion sous la forme 

Yji, Yja, ...♦>]« (lesignant des constantes. 

En continuant de la sorte, on voit qu'il est possible de faire corres- 
pondre au cas ou plusieurs polynomes L|, L2, ..., Liv, deviennent 
idenliques, le cas oil Tequation (i) serait remplacee, dans le probleme 
precedent, par 



l;-h 


^ '^ \ a\ 


\*^l/ 


dt A^.^'^'l 


dt^ 


-u 


rt i . m — - . — . 


, a/H-l 



On pent appliquer des considerations analogues a Tequation 

mais nous ne croyons pas utile de les developper plus longuement. 
5. Si.ron veut maintenant appliquer les considerations precedenles 
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qui represente uae surface conique du second ordre. Les equaiioDs ( r 9) 
et (21) represeDtent alors la courbe cherchee. 

Nousconsacrerons, ulterieuremeDt, un paragraphe special au cas oil 
les quaire sommets du tetraedre fondamental se confondent dans des 
conditions determinees. 



12. Le procede d'integration doot nous avons fait usage a I'egard de 
Tequation (16) tombe en defaut, au cas oil ^ = 1. Mais alors cetle 
equation se reduit a 



(22) 



1 

cU 
I 



I 

dm 
m 

md-rn — dni^ 
a b 



I 

dn 
n 

n d^ n — dn^ 



= 0, 



et, si Ton choisit deux constantes -i -> telles que a 
voitque Tequation (22) admet Tintegrale 



-t- 6 -H c = o, on 



ou 



a log/ -\- b logm -4- c log/i =1 o 



l<*tn^n-^^*-^^—i. 



En outre, si Ton supf)ose que les deux polyndmes /, m tendent a devc- 
nir identiques dans les conditions indiquees au numero precedent, 
I'equation (22) se transforme comme il suit 



(23) 



I 

dl 
T 

IdH-^dl^ 



o 



<-^'),. 
"'('-^i. 



dn 
n 

n d* n — dti^ 
'n} 



o, 



^/\ 



et, si Ton suppose ( ^ j = U, on voit que I'equation (23) admet Tinte- 
grale 

a(log/ — log/i)H- b-j 4-c = o, 

-> - designant deux parametres arbitraires. 
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Si Ton suppose egalement que les deux plans n = o, p = o tendent 
a se confondre, de telle sorte que les cubiques du reseau aient un se- 
cond point fixe et une tangenle fixe en ce point, il faudra remplacer la 
seconde des equations servant a definir les courbes oblenues par 



(2 A) 



V 

ai(log/-- log/i) -h ^, \-Ci — o, 



V designant encore une fonclion lineaire des coordonnees. 

Mais on pent supposer aussi que trois sommets du tetraedre fonda- 
niental tendent a sc confondre en un seul. Si les trois plans qu*on sup- 
pose confondus sont /= o, /n = o, /i = o, on sera conduit a remplacer 
Tequalion (23) par 



I 
I 



I' 



o 



o 






— o, 



et cette derniere equation donnera lieu a Tintegrale suivante 



"(^f),. 






-> - etant arbitraires. Si Ton pose 



C C 



m.r^- m.r-- 



cette derniere equation deviendra 



U /w — U« 

a J ^- b j^ h c 1=1 o 



OU 



(24 bis) 



al\j 4- 6(/W - U*) -f- c/*=i o, 



et Ton reconnail que cette derniere equation represenle un cone du 
second ordre. Quant a I'equation (24), il faudra la remplacer par Tin- 
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tegrale provenanl de 
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I 
dl 

IdU — dl^ 



o 



<^'),. 

"■(^'X 



I 

dp 

T 
p d^p — dp^ 



= o, 



savoir 

(25) 



• ailog- -+- ^>i y 4- Ci = o. 



Chacune des courbes cherchees esl alors definic par deux equations, 
telles que (a4 bis) el (25). 

13* Revenons niaintenant an cas oil trois des sommels du tetraedre 
fondamental sont confoDdus en un seul. On doit supposer qu'en ce 
point toutes les cubiques du reseau ont le meme plan osculateur et la 
menie tangente, de telle sorte que, si Ton prend pour axes des x^ des 
y et des Zj la tangente, la normale principale et la binormale com- 
munes a loules ces cubiques, en ce point, chacune d'elles sera sur un 
cone du second ordre, tangent, suivant Ox, au plan xOy, et contenant 
la droite qui joint TorigineOau qualrieme sommet Adu tetraedre fon- 
damental. Soient a, b^ c les trois coordonnees de ce point, Tequation 
de ce cone sera de la forme 



«c(A7»-^A'5«-+-B7;5) — (A6«4-A'c-»-hB^^c)xs=:o 



ou 



-ly — i^oz-i- 



A ' c 
A 



c ( c\Bc/ ^\ 



Supposons que le point A se rapproehe du point en decrivant une 
courbe, osculee, en ce point, par le plan a?Oj, et soient alors 



lira -r = a, lim — 
a* a 



ft A' B 



Tcqualion d'un tel cone prendra la forme suivante 



a^* — |3*ar5 -H «a5--f- voLzy:^.o 
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OU 

( 26) my^ — xz H- liz^-h vzy z=. o, 

m (lesignant la constante ^* Je dis que toute cubique gauche, tracee 

sur ce cone, tangeute a I'origine a la droite 0^ el admeltant le plan 

xOy pour plan osculateur, a, en ce point, un rayon de courbure et un 

rayon de torsion dont le rapport est constant. En efTet, soit r son rayon 

de courbure au point 0; la perspective d'une telle cubique, sur le plan 

xOy, par rapport au point oil elle coupe la generatrice du cone (26) 

qui est situee dans le plan xOz^ sera une coniqueosculatriceau cercle 

dont les equations sont 

5 = 0, 

J7* -h ^* — 2 r/ = o, 

et, si Ton designe par h Tordonnee z du sommet du cone projetani, 
Tequation de ce cone sera 

(27) h{x — M5)*-h «! A(*r — uz)y -\- ^\hy^ — 2r(A — 5)/ = o. 

Posons 

5 = 9/, 

Tequatiop (26) devient 



d'oii 



__{m-\- vQ-^- u9*)y 



(m -f- {'0)y 

X — UZz=L ' 2 — ^^. 

7 



Substituant cette yaleur dans Tequation (27), il vient 

J— 

//i»4- (2r-+- a,)/w0-+-(«'»-+-a|(^-+- (3i/i)9*-h -T-9' 

OU 

_ 2rQ» 

A, B, C designant des constantes. 
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On en conclut 



2/0^ 2rO(m-\--v6-\-uO^) 



On en conclut aussi que, pour = o, 

d,v 2/' d^Y 2/- d^z 12/- 

Or, en verlu de nos hypotheses, Texpression du rayon de torsion se 
reduit a 

/dx 









c'es(-a-(lire it ? — • 

3 m 

Done le rapport du rayon de courbure au rayon de lorsiun se reduit 

i\ '——, ce qui demontrel'enonce. Done, en definitive, ies equations (aG) 

et (27), oil Ton suppose quer, m sont des conslantes, defmissenl un 
reseau de cubiques, langentes, au point 0, a la droite 0^, admellant 
le plan xOy pour plan osculateur en ce point el, d'ailleurs, ayant loules 
le meme rayon de courbure et le meme rayon de torsion en ce point. 
Rn outre, Tequaiion (26), 

It V Y rn V* — xz 
my— rz -f- uz--h vzv == o ou r "^ "Ti" ~* ' — ~i ~ ^» 



pent elre regardee comme provenant, par voie de degenerescence 
(P^ Section, n"" 4), de I'equation 



a ?^ _,_ :^ _-,, 

Zi Cj 



dans rhypothese ou les Irois polynomcs :?, s,, z^ deviennent iden- 
tiques, avec les conditions 

dt ),r \ dt A„- V dt ),r^ \ dr- )- m -'• 

Mnis Tequalion ci-dessus, trailee par la melhodedont on a deja parte 
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aux n''* 2 el 10, donne lieu a I'integrale 



ou bien 



A..^.-A.(-^)-.A.(^)--.o 



Ai 5^-h Mzy -+- A, I ^ -f- (fx — O/M - o 



oil encore 

( 28) my^ — k,vz ~h UiZ^-\- i\ zy :=^ o. 

14. Cetle equation ayant ete etablie independamment de Tcqua- 
lion (27), nous avons a nous demander si celle-ci donne lieu a une 
nouvelle integrate, ou si toule courbe Iracee sur le cone represenle par 
I'equation (28) remplil loutes les conditions du probleme vis-a-vis des 
cubiques representees par les equations (26) et (27). Je dis qu'on doit 
s'arreter a cette derniere conclusion. En effet, IraQons surle cone (28 ) 
une courbe quelconque. Soit M un point de cetle courbe, et soit 
y —'\z = o Tequation du plan MO^. 

Ecrivons Tequation (28) comme il suit 

m{y — "kzY — kxz -f- («i — ni\^)z^-\- (i^i -H im'k)zyz=z o. 

Nous voyons que le plan, tangent suivant OM, a pour equation 

et, si Ton veut que le cone (26) soit tangent a celui-ci suivant la memt^ 
droite OM, il faut et il suffit que 

k «i — mX* i'l -}- 2//^X 

Ces conditions permeltenl de determiner w, ^ en fonction de //|, v\ et 
de X, de telle sorte que les surfaces (26) et (28) se touchent suivant la 
droite OM, et, par consequent, pour qu'on puisse trouver siir le cone (26) 
une cubique, tangente, en M, a la courbe donnee. SoitT la trace de la 
tangente, en M, a cette courbe, sur le plan xOy, On obliendra une 
cubique osculatrice a la courbe donnee au point M, en coupant le 
cone (26) par un second cone du second ordre, tangent, suivant MT. 
au plan, osculateur en M a la courbe donnee; la trace de ce cone sur 
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(Un seul (Ic ces points est reel, ou deux seulement sont reels, suivant 
que p est ou n'est pas un nombre impair.) Soit x^ Tune de ces racines; 
posons 

■'equation de la courbe se transformera comme il suil : 

p p 



=b-^K'"?;)j- 



('^9) y"^ 



Parmi les diverses determinations dc 

p 

n 
acn 







(-0 



nous n'avons a considerer ici que celle qui, pour x' = o, se reduit a i, 
et nous pourrons designer eelle-ci par 



p 



((- 1))' 

Or, on pent toujours supposer le module de x' inferieur a celui de x^^ 
et par consequent developper cettc expression comme il suit : 

Alors {'equation (29) deviendra 

V/ ) \^'oJ L 1.2.7 ^0 i.2.3.7* ,r* •J • 

• 

Or, dans le second membre, laserie ecriteentre parentheses repre- 
scnle une fonction uniforme de a/. En elevant cette fonclion a la puis- 
sance y, on trouvera une nouvelle Ibnction uniforme de la memo va- 
riable, et Ton pourra ecrire Tequation precedente comme il suit : 

yP=x'''{iXo-{- OLyx' -\- a,a?'*-+-. . .). 
Ann, de I'Ec. Norm, 3* Scrie. Tome HI. S . 5 
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triangle de symetrie, esl 

/>'(/> — 7 — (/>- 7 — 2). 



y 



tel est aussi le nombre des tangentes doubles de la trmngulalre pro* 
posee. 
Si p est iriferieur a q, le nombre des tangenles doubles sera 

P ^(9—p — ^){9 — P — 2) . 

si I'exposant de la triangulaire est negatifetegal a — -♦on trouvera, 
pour le nombre de ses tangentes doubles 

/>'(/?4-7—f)(/? 4- 7 — 3) 

a 

19. Proposons-nous maintenant de determiner le genre d*une trian- 
gulaire algebrique, c*est-a-dire le nombre d'integrales de premiere 
espece, independantes les unes des autres, auxquellcs donne lieu la 
decomposition d'une integrale de la forme 

le signe/designant une fonction rationnelle de x et de j, el la letlre j' 
designant la fonction de x definie par Tequation de la courbe, savoir 

(33) Xf4-Xi^-^X?=o. 

Supposons d'abord ^ = -h-y et posons 

Xj Xj X3 

U9 "~ //'/ ~ I ' 

II est toujours possible de trouver trois constantes A, B, C, telles 
que le polynome 

AX,4-BX,4-CX3 

se reduise a une constante; et Ton pent meme, en remplagant X,, X^, 
X3 par des variables qui leur sonl proportionnelles, supposer celte 
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constante egale a i, de telle sorle que . 



Resolvani deux de ces equations par rapport a x, y, on Irouve 



_ A,a^H- B|r^-h C, _ AjW^-f- B,r^-f- C, 

•^ ~ "A uf-hB r^4- C ' ^ "' "A «v"-HnB ('^ C~ ' 



puis 



. _ r/(A^ i^4-BryH-C)(A|/i'y-'e/f/4- B,ry--'^ r)— y(Aii/^H-BiP^-hC|)(A//^/-*^//H-Bi'^/-'e/r) 
x_ _________ , 

et, comme 

(34) uP-^vP-h I — o, 

on pourra remplacer rf^ par — t]^^^^ ^^ P^^r suite, transformer Tin- 
legrale proposee en une autre integrale de la forme 



/■ 



f(", 0^i. 



F designant une fonction rationnelle des variables u^ ^, assujetties a 
verifier Tequation (34). 

Sur la fonction F(//, ^), efTectuons la transformation qui permet de 
la remplacer par une autre fonction rationnelle dont le denominateur 
ne renferme que la variable u, et dont le numeraleur est de degre/? — i . 
(Voir Briot et Bouquet, Theorie desfonctions eUiptiques^ p. 663 et sui v. ). 
Nous verrons meme, au cours de notre calcul, et conformement a une 
remarque faiie par les memes auteurs, qu'on pent lasupposer dedegre 
y^— a. Supposons ensuite la nouvelle fonction rationnelle decomposce 
en une somme de tcrmes, dont les unssont de la forme 

les autres 

V 

(a— //o)'*' 

A, 1^0 designant des consiantes, h un nombre entier, V une fonction 
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entiei'c de (^; et sous le signe /, considerons, en parliculier, ie terine 



suivanl : 



//"* 



(34) A^^^;^;^^./. 



fM^'l 



ii 

Si // = p — I, ce lermeest la differenliellede A > et nous pour- 

rons faire abstraction des termcs oil (^ enlre avec Texposant p — i. 
Dans le cas conlraire, n est inferieur 'dp — i; donep — /i — i est po- 
silif et inferieur a/> — i ; soit/? — /i — i = r. 
Considerons aussi Tidenlile 

ri r '--'I ''-^ n^-^P-^ 



(i-f- upy 



r 



{l-i-UP)P 

remplagons-y k -h p -- i par m ct, par consequent, A par //^ -f- i — |>; 
nous trouvons 

(i r L:J: I ( /;n- I - p) u'^-P -+- ( m-f- 1 — /• ) //'« 

( I -h ///» )^ 



• . » 



puis, en integrant. 



J {\^uP)p J (n-.//P)7' 



et, par suite. 



— M'«-H1-/»(H- ,^/')/'__(/|H-|-_y9) / ^. 

Sur rintegrale qui figure dans le second membre de celte nouvelle 
egalile, operons la menu* reduction piusieurs fois de suite, jusqu'a ce 
quo nous trouvions une integrate de la forme 



A. 



11^ du 

T.J 



(l -+- UP)P 

k etanl plus petit que/?; nous en conclurons que toutes les intrgrales 
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analogues a eelle qui figure dans le premier membre de I'egalite ('35) 
so ramenent a des integrales de meiiie forme, oil m est remplace par 
un nombre enlier qui lui est inferieur. Si toutefoism est de la forme 
up— \, nous saurons, par la meme, evaluer Tintegrale proposee en 
lermes finis. 

Si maintenant nous observons qu'une telle inlegrale admct pour 
diHereniielle le terme (34) du developpcment considere, on en con- 
clut que toules les integrales abeliennes de premiere espece, apparle- 
nant a la courbe donnee, admeltcnt, pour partie non integree, une 
fonclion lineaire d'inlegralcs de la forme 



/ 



^/* 



-(fit. 



( I -{- iif* )r 



oil /■ pent recevoir les valeurs i, 2, 3, . . . , (p — i)f et X- les valeurs 
o, 1 , 2, 3, . . . , (p— 2). En outre, une lelle integr.ile ne devra devenir 
infinie que par I'addilion d*un nombre infini de periodes. Si Ton sup- 
pose, comme cela est toujours possible, que sa limite inferieure soit 
zero, elle restera finie pour toules les valeurs de u egales aux racines 
^^irmes ^1^. _ I ^,^ j^g pourra devenir infinie qu'avec la variable indepcn- 

danle. Posons done // = - > Tinlegrale ci-dessus va se transformer en 



I 



(It 



/Af-2 r(//>_x.,);i 



el, pour qu*elle reste finie lorsque t dcvient nul, il faut que /-hi — / 
soit negalif, et que, par eonsequenl, on ait 



k < /• — I 



Done 



/ — - I no (lonne pas cle solulioii, 

1—2 donnc la solulion A — o, 

/• — 3 (lonne les soliilions /. — : <>, A ^^ i , 

r ^^ p — I » / --; O, /mi, / rrr: •«, . . . , /, r=. j) — .1. 

/inn. de I'Kc. Sormaitr. 3" Scrie. Tome IV. >.() 
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Le nombre total des inlegrales qui restent finies sur toute la sphere 
est (Ion (J 

20. M. Halphen a demonlre (Comptes rendus, I, LXXVlll, p. i833 el 
suiv., annee 1874) que, si Ton designe par m le degre d'unc courbe 
algebrique, par c sa classe, par x la somme des multiplicites de ses 
points singuliers, par T la somme des nombres de syslemes circul aires 
qui leur correspondent, par g- son genre, on doit loujours irouver 

'?Ag — I ) = c — 2 /n -+- dL — T. 

Verifions la concordance des resultats precedents avec le fair ge- 
neral que nous venons de signaler : 

I** Supposons [JL positif et plus petit que i, et soit (i. = 4- ^- Alors, 

m =pqf c = ^p(g — p) • Igs Zp points multiples situes sur les cotes 

2 

autrcs points singuliers sont des points doubles ordinaires, de sortc 
que 

A chacun des ^p points singuliers situes sur les cotes du triangle 
des coordonnees correspond un seul systeme circulaire: a cbacun dos 
auires points correspondent deux systemes formes cbacun d*une seule 
racine; done 

Done, d'apres la formule de M. Halpben, 

2(^-0 =/>(/>- 3), g^^-^ ^ , 

ce qui confirme notre resultat. 

2« Si (JL = + - et si p est > q, nous trouvons 

m zizpq, c =p{p — q), % = 3/?7 -+-/?*(7 — 0( V — ^ ), 

T = 3p+/?=(//-i)(7~2), 



( 



lu triangle de reference sont de multiplicite p; les 



\ 

f ^ 
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el nous trouvons encore 

'^{^' — O—Pip — '^)' 
io Si a^ — ^. 

m ~ Apr/, V —p{p -1-7), =>^ = ^pq-^-pH^/ — i) (7 — 2), 

it » 
on 

Si maintenant nous voulons savoir pour combien de points doubles 
il Taut compter cbacun des points singuliers situes sur les cdtes du 
triangle de reference, nous designerons par B le nombre cherche, et 
nous supposerons successivement 

P 

7 

En vertu d*une forinule connue, qui complete cellesde Plueker, nous 
aurons 

^ (;>- !)(/> — 2) _ (/>7_-:i0(/^7 — j«_) _ />-(7- (7--'-^) _ 3 ^ 

'A 2 2 ^ * 

>_ (/^ — 0(7 — . 

2 ' 

(p-i )( p — ^) __ (2^^7 — i)(2/>7 — 2) _ />^(7 — ( 7 — 2) 

2 2 2 ' 

2 

21. De la formule etablieau n° 19, il resulte que la courbe (33) est 
du genre zero, si /; = i ou si /? = 2 ; il est facile, dans ces deux cas, 
d*exprimer les deux coordonnees d'un point de la courbe par des fonc- 
tions ralionnelles d'un meme parametre. En effet, i** si /? = 1 , I'equa- 
tion (34) devient 
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ft Ton irouve, entre x el j% Tune des deux series de relations 

{h) Xs -<^''X,=i(-i)'7(,-f-,/y/, 

suivant que [jl est posilif ou negalif. 

7? ?>\ p = iL^x el 7 sont des fonctions rationnelles de deux variables i/, 
(', entre lesquelles il y a la relalion 

u- i- c'-h 1=0, 

relation qui sera veritiee idenliquement si Ton fait 



l)onca?et/ seront des fonctions rationnelles de 0. 

On voit encore que la courbe sera du genre i, si p = '5. Conrorme- 
ment a un theoreme de Clebsch (Journal de Crelle, I. 64, p. 210), nous 
chercberons a exprimera? et jen fonction rationnelle d'un paramfetre, 
et de la racine carree d'un polynome entier^ du quatrieme degre par 
rapport a ce parani^tre. Evideinment, il sufiitd*exprimerainsi les deux 
variables u, r, qui verifient la relalion 

m'4- r*-f- 1 r=i o, 

A cet effet, posons 

a -I- X UL — / 

// = — z^. > V ■-- ^ 



— V/2(/Z4-l) — V'2(^4-i) 

Pour que Tequation precedente soil verifiee, il faut qu'il y ait, entre A 

et fXy la relalion 

3/ji2-h 3(i — X*)/ji -+- 1 — o, 

equivalenle a 

3(/*- I) d: v^3T3i: '-">>)' =^ 41 

Les variables M, f^, par consequent aussi les variables x^ v, seront des 
fonctions rationnelles de X et de 



v'tv/3 + (.J -v/3)X*J[v/3 - (0. 4.v/3)X*J. 
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• 

Des lors, toute integrate abelienne apparlenant a la courbe donnec se 
decompose en une somme d*integrales qu'on pent exprimer, les unes 
par des fonctions clementaires (algebriqucs, circulaires et logarithmi- 
(|ues), les aulres a Taide d'une des trois integrates elliptiques simples 

dl _ 

VJv 3 -f- Ox - V- 3.)>'] Iv 3 -^2 H- v-3)X^ ' 



I 



I 
I 



dl 



(A— >.J)\ |v3 4-(2 -\'3)>.^jfv^ - (:^ -^V^3)X«| 



En Yue du ealcul numerique, on transformera ces integrates en d'au- 
tres integrates ayant un module reel et plus petit que i, par la substi- 
tution 

/ :_ ■ 

V 'y. — V 3 

\ designant une nouvelle variable, et t'on trouvera de nouvetles inte- 
grates ayant pour module 

V''3 

— sin 75'* 1^ 0,965928 



2 



22. Comme nous Tavons annonce, nous terminerons cette partie de 
notre travail en examinant queiques cas particutiers relatils aux courbes 
du troisieme et du quatrieme ordre. 

Soient m=^\ et, par consequent, (jl = — \. Nous obtenons alors une 
courbe du quatrieme ordre a trois rebroussements, et nous concluons 
que le rayon de courbure d'une telle courbe, en cbacun de ses points, 
est egal aux , du rayon de courbure de la conique qui la loucbe en ce 
point et passe par tes trois points de rebroussement. 

Si les deux potynomes L^ , L.^ tendent a devenir identiques, Inequation 
du faisceau de courbes du quatrieme ordre degenere en 

(36) AiLV'^+AjL/^M-t-AsLi*— o; 

et t*equalion du faisceau de coniques, en 

ox a, ^2 . ajM 

^^7) Li + q-'-Tr^^- 
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TROISlfiME SECTION. 

DES LIGNES Al?^ MPTOTIQUES DES SURFACES TfeTHAfiDRALES . GfiNEHALlSATlON. 



24. Nous noUwS proposons maintenant ile former requalion dilleren- 
tielle (les lignes asymptotiques des surfaces definios par Tequalion (<)). 
Dans le cas particulier des surfaces lelraedrales, cas oil le nombre de 
ses terines est egal a quatre, on sail en effectuer Tintegralion, comme 
Ta monlre M. Darboux (Bulletin, tome F, notes de la page 355 ). Aussi, 
apres avoir monlrQ. comment cettc integration resulle immediatement 
de la forme de requalion differentielle a laquelle nous parviendrons, 
nous montrerons encore comment on peut la rattacber a Tequation 
d'une classede surfaces assez etendue, surfaces dont on sait determiner 
les lignes asymptotiques, el dont les degenerescenees de la surface (9) 
sonl descas parliculiers. Soient done, suivanl une notation consacree, 
/;, (j les derivees parlielles, par rapporl a .r, j, de la fonction z definie 
par Tequalion (9). De celte equation, nous deduirons 

puis 

el 

Multiplianl les deux membres de Tequation (4i ) par doc^ de Tequa- 
tion (l\2) par dy el observant que, lout le long d'une meme ligne 
asymplotique, on doit avoir 

clpdx ~\- d(/(ly —- <», 

on trouve 

Telle est Tequalion diflerenlielle chercbee. 
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Si Von ecrit I'equation (9) sous la forme 2Xf = o, et si Ton pose 
Xf = ?*, on reconnait que cetle equation difTerenlielle se reduil a 

Si, d'autre part, le nombre de ses termes est egal a quatre, Tequa- 
tion (9) se reduit a 

(43) 5?4-?;-hij4-Sj=:o, 

et Tequation differentielle de ses lignes asymptotiques a 

(44) d^]-^di\-^cr^l-^d^l = o. 

Or Tequation (43) est veritiee si Ton y fait 

,^e, 1 et, en in^me temps, 

k designant une constante, choisie a volonte. Mais les differenlielles 
des coordonnees d'un point, mobile sur la courbe definie par ces deux 
dernieres equations, verifient les equations ci-apres 

^^. - dlW-i - -"^- (^3- dl^^'i) 

et, par suite, aussi Tequation (44)« Done les equations (45) represcn- 
tent une ligne asymptotique de la surface (43). Si Ton y regarde k 
comme une constante arbitraire, on obtient une premiere serie de 
lignes asymptotiques. Les lignes de la seconde serie sont representees 
par Tune ou Tautre des deux equations 

(46) { . — — i/v V / — \ 

oil h designc une constante arbitraire. 

A cause de la relation Xf=a/Lf=^?, on pent ecrire les equa- 

Ann.de V Ec, Normale, 3' Serie. Tome IV. S.7 
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lions (45) sous la forme 



__ jA ^ / _ r !^\ 

V aiLJ 4- V'— xj.\ — fi\\f'(XiLl -t- v'— «* Ljj, 

v'a, LJ — V — ^i ^ = y \ V «' ^ — V — «^ LJ j, 
el Ics equations (46) 

25. Les surfaces auxquelles nous avons fait allusion dans le numero 
precedent sont represenlees par Tequation 

(47) /,(L,M)=:/,(N,P), 

oil/, ./j designentdeux fonclions homogenes, de meme degre, des po- 
lynomes L, M, iN, P, lineaires par rapport a ^, y, z. On voit immedia- 
tement que les surfaces telraedraies sont representees par une equation 
de cette forme, et nous allons montrer comment la recherche des lignes 
asymptotiques des surfaces definies par une telle equation se ramene a 
deux quadratures. A eel effel, posons M = /L, P = i/N, el soil m le 
degre commun aux deux fonctions/,,/. Soient aussi 

[/.(i,Or-T, [/,(!, £/)r-U; 

Tequation (47) equivaut a Tequation suivante 

(48) TL--nUN. 

Designons par T', T", U\ U" les derivees des deux premiers ordres, de 
T par rapport a /, de U par rapport a u. En nous servant des notations 
precedemment adoptees, nous irouverons 



D*ailleurs, 



ox OJO 
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el 

Done on pent reniplacer Tequation precedenle par 

• T(a, 4- c^p) ■4-T'[fl',-h r,/? — /(^,-h c,/?)| 

On en deduil, par differentiation, 

Tr, dp H- T{Ct— c^t) dp -h T[at h c,/? — /(flr,-{- c,/>)] c^/ 

On Irouverait, de la memc maniere, 

Tc, df/ -\- T(c^ — c,/) flr<7 + T[hi-h c\q -- ^(^^ -+- c^ii)\dt 

— LIfsrA/ -4- U'(C4— -ra^/)/^^-^ t'''[^4+^v7 - ^/(/>3-l C3f/)]du, 

Multipliant les deux meinbres de la premiere equation par dx, de la 
seconde par dv, el ajoulant menibre a membre; observani, en oulro, 
qu'on doit avoir, en tous les points d'une meme ligne asymplotique, 

dp djc -h df/ dy z^ o, 

on trouve 

T(dM — t dL) dt — I7(r/P - u r/N ) du 
ou 

el, a cause de la relation (47). 

T" U' 

^dt^z^-^ du^ 

ou 

2(). Telle osl Tequalion differenlielle cbercbee. Comnie nous Tavons 
annonce, elle pornietde ramener la recliercbe qui nous occupoau calcul 
des deux ir»legrales 
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integrales qu'il est facile de connaitre, en tant qu*il s'agit des surfaces 
letraedrales, el des degenerescences qu'elles presentent, quaad on leur 
applique la methode indiquee au n^4. En effet, i"" on peut supposer 
Tequalion d'une surface tetraedrale mise sous la forme 

Ici 

1 i-l 1>2 

T=:(I^-^^*)^ T^(i-ht^)^ t^-\ T''=:(/i — i)(i-4- /J*)h- ti»^-\ 
De meme, 

De la Tequation differentielle 

(A U 

t^~ dt u^~ du 



Si Ton pose t^= 0*, u^=^ ^% celle equation devient 

dB __^ d^ 

et Ton Irouve, en integrant, 

arc tang^ ± arc langC = arc tangA^, 

k designant une constante arbitraire. 
On en deduit 

^^^ -k 



ou 






«' =k 



ou enfin 






et cette forme est identique a celle que Ton trouve en muhipliant 
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membre a membre les deux equations 

(I pi / (1 (i\ 

I f I _ '*\ t ^ 

obtenues par la methode precedente. 
a° Une des formes degenerescentes de Tequation considerce est 

R designant une nouvelle fonction lineaire des coordonnees x^ y, z. Ici 
je pose R = /L, et je irouve 

J'en deduis 



1_, ._ i_, 



T''=:-^'^(i-+-0^ » U'=i(|jL — i)(i-hMi*)'' «»*-»; 
l*equaiion differentielle des lignes asymptotiques est alors 

y/ — I dt I/* fi^M 

|JL 14-/ I -h mH- 

et Ton obtient immediatement Tinlegrale 



r 



log(i -h t) =:i±arclangfi* -h- logC, 



C designant une constante arbitraire. 
On en deduit 



_ I* 

14- ^ = Ce-{**^-*"*^**"«"'; 



d'oii 






On remarquera que cette equation estalgebrique, chaque foisque le 

nombre a est commensurable; car, si Ton pose arc tangw* = (p, on 
trouve 

I -h t = C(cos/ji9 ±: v^— I sin JJL9). 
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D'ailleurs, cos[jL(p el sintxo sont, ici, des fonctions algebriques cle cos^ 
et (le sin^, par consequent aussi des fonctions algebriques de tangQ, 
par consequent aussi des fonctions algebriques de u, 
3" \}i\Q seconde forme degenerescente est 

dans laquelle R, S designent encore des fonctions lineaires d£s coor- 
donnees. 

Nous trouvons ici des surfaces reglees, car on pcutconsiderer Pequa- 
tion ci-dessus comine resultant de reliinination d'un parametre entre 
les deux equations suivanles 

L -h R zn: ^(N -h S), V^-' =z i N»*-«. 

La derniere represenle des plans, dont deux au plus sont reels. On voil, 
en outre, que les generatrices d'une telle surface rencontrent deux 
droiles fixes : la determination des lignes asymptotiques des surfgces 
reglees jouissant de cette propriete a ele faile par Cremona {Annali di 
Maternal ica pura ed appticata, t. I) et generalisee par M. Picard, dans 
son Me moire : Sur l' application de la theorie des complexes lineaires a 
retude des surfaces reglees (iS^'j). Dans le cas simple qui nousoccupe, 
la methode que nous avons exposee nous conduit a faire 

et nous trouvons immediatement, pour Tequation diflerenlielle des 
lignes asymptotiques, 

fit du 



puis, en integrant, 

l0g(l 4- — *0o(' -H '0 = logC. . 

Cette formule donne, outre la serie des generatrices rectilignes, les 
courbes dont Tequation generate est 

(i-f-0(i-^'0 = c 

ou 

(R-i-L)(N-4-S)=:CLN, 

situees, cbacune, sur un byperboloide a une nappe. Tons ces byperbo- 
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loides ont deux couples de generatrices fixes, apparlenanl chacune a 
deux syslbmes dilTerents, savoir : 

. ^ i« H — o, L — o; 

Premier couple 

(2'' S ==;o, N - o. 

( !•> R-hL^o, N- o: 
Second couple ■ 

/|" Enfin, si les Irois polynomes L, M, N deviennent idenliques dans 
les conditions indiquecs au n"" 4, Tequation de la surface tetraedrale 
va degenerer en 

■-'*^'-(*),.-^'-(s^),.-'"'-"'-(w)'-"= <•■ 

et Ton pent Iransformer cetle derniere equation comme il suit 

S, R designant deux polynomes lineaires en oc, y, z. 
Celle-ci se transforme, a son tour, en 

(di) SK -::: 



et les deux membres de cette equation sonl des fonctions liomo^^enes, 
du second degre, do deux polynomes lineaires. Conformement a noire 
metliode, nous poserons 

RrT^S, P- //L 

et, par consequent, 

T T=r*, u.~(I-^//l^)^ 

Par consequent aussi, 

(1-1- u^)\^ 

Done Tequalion differenlielle des ligncs asymploli(jucs est 

— de r- V '^ M~--- 1 ) '/ J* ' H- ( M — 2 ) //2|^ - * . 
V — I — — m V a '^ ^- if "'' 
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oil bien 

/ ^^ _u l—i ^ ^a-^u^ ^-1 , 

oil Ton a fait -^ — ^ = a. De la une premiere transformation, u^ = 0, 

JUL — 2 » 

qui nous donne 

puis, par la nouvelle Iransformalion = \la—— — ^> nous trouvons 

dt /i — JUL a (it 






• 1 1 



et, en integrant, 

log^ — log/o - ^ 2 i/^' ~— U'a'^ arc tang^ -+- ^ log jzii) 

^=^ V^r^ (y/^- ''''""^' "^ *"Vt^O 



ou 



^-^^o(f^j %..rc..„.5^=T^,^(^^y 



> .L /. . ^\ > ^ I _ rj_|_ o^Jy- 



iH- 1 



vJ 



D'apres cela, on trouve des lignes asymptoliques algebriques, chaque 
fois que le nombre — ~ ^ est de la forme ^> oe qui exige que 

27' 
/' -*" y 

/?, y elant deux nombres enliers, qu'on pent toujours supposer pre- 
miers enlre cux. 

D'ailleurs, la surface dont il s'agit ici pent etre rcgardee cominc en- 
gendree par le mouvcment d'une conique definie par les equations 

oil A represcntc un parametrc arbitraire. Cette conique est constain- 



i 
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nienttangenteaux deux plans fixes R = o, S = o, en deux points fixes, 
situes sur la droite L = o, P = o, et s'appuie sur la courbc definie par 

les deux equations S = X:R, ^•R^= "Tli^^""' oii^Mlesigneuneconstante, 
rJioisie a volonte. 

27. Nous avons eludie, en second lieu, les surfaces definies par 

I'equalion 

L?.L5[«L«.L^...L«-zzzA, 

ou Ton suppose a^ h- aa -f- aj -f- . . . h- a^, = o. Dans le cas particulier ou 
/I = 4» notre methode permet encore de Irouver leurs lignes asymplo- 
tiques. En effet, si Ton suppose, comme cela est toujours possible, 
A = I, on sera conduit a etudier les surfaces representees par Tequa- 
tion 

(52) L««M«.^N-«.P-«., 

et, a cause de Thypothese faite sur les exposants, les deux inembresde 
celte equation seront du meme degre a^ 4- ag. Des lors, on sera conduit 
a poser T = /^, U = a*', apres avoir fait, pour abreger, 



et Tequation differenlielle des lignes asymptotiques sera 
On irouvera immediatement Tintegrale 



ou 



C designant une constante arbitraire. 

28. Mais Tequation (52) presente, en verlu des remarques faiies au 
n° 3, diverses formes degenerescentes que nous allons etudier. 
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I® Si Ton suppose que deux des polynomes lineaires qui y figurant 
deviennent identiques, on obtient une premiere forme degenerescenle 

a, logL H- a, |- 4- as logN -h a^ logP = logA, 

et cette equation est equivalente a 

R 

On ne Irouve plus ici la forme 

/j(L,M)=/,(N,P) 

0U9 du moins, les deux fonctions homogenes, auxquelles on peut ra- 
mener les deux membres de Tequation, ne sont plus de meme degre. 
Mais les proprietes des figures homographiques vont nous permettre de 
simplifier la recherche des lignes asymptotiques. En effet, si Ton ap- 
plique ce mode de transformation, en faisant correspondre au poly- 
n6me L une constante, aux polynomes N, P, R les nouvelles variables a:, 
J, z, et si Ton pose 

— z=— a — — — b 

a, a, 

on est conduit a chercher les lignes asymptotiques de la surface ayant 
pour equation 

equation d'oii Ton deduit 



d'oii 



a 

X 



De meme, 

b 
q— -. 

y 

Done on trouve, pour Tequation differentielle des lignes asympto- 
tiques, 

dx'^ , dy^ 




i 
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OU 

^fa — ± sj—h — = o, 

•^ y 

equation dont I'integrale est 

C designant une constante arbitraire. 

2® Si Ton suppose que les deux polynomes L, N deviennent iden- 
tiques, ainsi que les deux polynomes N, P, on trouve Tequation sui- 
vanle : 

oil R, Sdesignent deux polynomesenlierset lineaires. On remarquera 
d'abord que cette equation represente une surface reglee; car ie plan 
qui a pour equation N = rL coupe la surface suivant une ligne, definie 
par Inequation suivante : 

OU 

R L „ 

H designant un coefficient qui depend uniquement de /. A chaque 
determination de H correspond une droite, rencontrant la droite fixe 

L = o, N = o, 

et la surface consideree a une directrice rectiligne. Done elle appar- 
tient a une categoric de surfaces dont on sait, d'apres M. Picard (/oc. 
ctV.), determiner les lignes asymptotiques. Dans le cas particulier ac- 
tuel, il suffit de faire correspondre, par voie d'homographie, au poly- 
nome L une constante, aux polynomes R, N, S les nouvelles varia- 
bles z^x^y. On est alors ramene a determiner les lignes asymptotiques 
d'une surface definie par une equation de la forme 

y 

On trouve alors 

I 1 

e^{ax^-^ — J?""*/) ^= Ac*/? = x^ e^'p. 



V f 
* 
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d'oii 



I)e meme 



1» » 
oil 



y y 

^a-l qX—. \cZg —- x^^q^ 
qx = I. 



Par consequent, 

, ( >• — ax)dx — xdy , dx 

dp^-' b ^' dq = --'-=y 



X^ X* 



et ['equation des lignes asymptotiques devient, apres la suppression du 
faeleur dx, 

(3/ — ax)dx — ixdy^=o 

ou 

xdy — ydx dx 

2 — ^ — r^ ha — =0, 

x^ X 

et l*on trouve, en integrant, 

-^ -h a\o^x=: logC 

ou bien 

. x'*e'^ = Cy 

C designant unc constante arbitraire. 

De la conoparaison de cette equation avec celie de la surface pro- 
poses il resulte que chacune des lignes asymptotiques de la surface 
est sur une surface du second degre, defmie par une equation de la 
forme 

V — CiX -\- XZ :=0, 

C^ designant une nouvelle conslanle, qu'on pent regarder comme arbi- 
traire, a condition d'en faire dependre C. 

3^ Enfm, si les trois polynomes L, M, N deviennent identiques dans 
les conditions precitees, on trouve Tequalion 

R IS R« 

et, si Ton pose ^- = a, puis si Ton considere une surface homogra- 

pbique de la surface donnec, telle qu'au plan L = o corresponde le 



f 
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plan de rinfini, aux plans P = o, ajR -f- ajS = o, R = o, les plans 
5 = 0, X = 0^ J' = o, on est ramene a cherchcr les lignes asymptoli- 
ques de la surface definie par une equation de la forme 



€ 



«x-»- 



^y'=\z. 



En chaque point d'une telle surface, on trouve 

d'oii 

a e^-^?y\(xdx -t- 2 ^ dy)= kdp. 

Done, en tout point d'une meme ligne asymptotique, on doit avoir 

0L{(xdx^ H- 2 Pj' dx dy) 4- 2 ^(dy^ n- a v dx dy H- 2 ^y^dy* ) = o 



OU 



ou encore 



OU enfin 



(adx -\- 2^ydyy^2^ dy^ = o 



(xdx -h 2 ?ydy ± y/ — 2(3 d^^K = o 



ao: -h p J* ± v/— 2 (3 V =: C. 



Les projections des lignes asymptotiques, sur le plan des jtv, sonl 
des paraboles : sur le plan des sy, on trouve la courbe representative 
de la fonction exponentielle. 

29. L'equation 

(53) /.(L, M)=/,(N, P) 

comprend, au nombre de ses formes particulieres, Tequation des sur- 
faces tetraedrales, et aussi les equations (5o), (5i), (52). Les surfaces 
definies par cette equation jouissent, relativement a leurs plans tan- 
gents, d'une propriete remarquable, qu'on pent enoncer ainsi : « Tous 
les plans tangents a cette surface, aux divers points d'une section faite 
par un plan passant par la droite N ~ o, P = o, coupent, en un meme 
point, la droite ayant pour equalions L = o, M = o. » 

En effet, soient /, m, /i, /? les coordonnees d'un point de la surface; 
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le plan tangent en ce point est represente par Tequation 

01 am on op 

Ce plan coupe la droite L = o, M = o en un point situe dans le plan 
qui a pour equation 

et la direction de celui-ci, autour de la droite N = o, P = o, ne depend 

que du rapport - : ce qui demontre Tenonce. 

La reciproque dece theoreme est vraie : pour la demontrer, choisis- 
sons pour axe des^la droite L = o, M = o et supposons la droite 
N = o, P = o situee dans le plan xOy, parallelement a Taxe Oy^ de 
telle sorte que ses equations soient 2 = o, ar — a = o. Si Ton designe, 
comme precedemment, par p, f les derivees partielles, par rapport 
a Xy y, de la fonction z definie par Tequation de la surface, on voit 
que le plan tangent au point x^ y^ z coupe Taxe des z a une distance 
de Torigine egale a 

z^px — qy. 

Done, pour que les plans, tangents a la surface aux divers points de la 
section faite par un plan passant par la seconde droite donnee coupent 
I'axe des z au meme point, il faut que 



-/'^-'77=/(^) 



/designant une fonction donnee. 

Avant d'integrer cette equation aux derivees partielles, nous pose- 
rons 

zzzz t{x — a) 

et nous la transformerons conome il suit : 



(54) 



/ dt dt\ 

^tx-^-{x-a)[t^x-^^y-^^^nt). 




^ 



Alors nous serons conduit a integrer le systeme des equations difTe- 
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rentielles simultanees 

dx dy — dt 

jc{x — a) y(x — a) at -^f(t) 

OU 

dx dy 

dx — dt 



x(x — a) at-{-/{t) 

La premiere des equations (55) admel pour integrate 

y = Cx, 



et la seconde 



r adt 



X — a 



C» C, designant deux conslanies arbitraires. 
Done I'integrale de Tequation (54) est 



X 



X — a 



( y.\^ at -h fit) 



9 designant une fonetion arbitraire. Si maintenant on pose 
on pourra mettre Tequation precedente sous la forme 

X — a ^ \x — aj X ^ \x J 

et Ton voit que les deux membres de cette derniere equation sont dcs 
fonctions homogenes, de degre — i, le premier de s et de a: — a, le 
second de x et de j; ce qui demontre I'enonce. 

De plus, la forme meme de Inequation (53) monlre que les deux 
droites L = o, M = o sont reciproques Tune del'aulre, c'est-a-dire que 
toute surface dont ['equation est de la forme (5'^) peut, de deux manieres 
differentes, itre consideree comme I'enveloppe d'un cdne dont le sommet se 
meat sur une droitefixe, tandis que la courbe de contact est dans un plan, 
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mobile auiour d'une autre droitejixe. C'est la {'extension d'une propriete 
des surfaces tetraedrales, demonlree par de la Gournerie. 

On deduit aussi, de la proposition ci-dessus, la propriete suivante 
des lignes asymplotiques des surfaces (53) : 

Les plans osculateun a une telle ligne, aux points oil elle est coupeepar 
un plan passant par I'une des droites fondamentales, rencontrent I' autre 
droite au m^me point. 

30. Revenons maintenant a Tequation 






qui represente les lignes asyniptotiques des surfaces defmies par I'equa- 
tion (53). Chaque fois que nous saurons integrer cette equation, nous 
saurons trouver les lignes asymplotiques, non seulement de la surface 
proposee, inais aussi d'une autre surface dont Tequation sera de la 
meme forme, maisou Tune, au moins, des fonctionsT, Uaura ete rem- 
placee par une fonclion e? de / ou par une fonction xd de u^ remplissant 
la condition suiyante : 

G 1 t9 U 

La recherche des surfaces iransformees depend done de rintegration 
des equations ci-dessus, et Tintegration de chacune d'elles depend, 
comme on va le voir, d'une seule quadrature. En effel, I'equation 



» • 



equivaut a 



OU 





T 




Te'- 


-CT' = 


= o 


TE' 


gt- 


:A, 



A designant une constante arbitraire. On en deduit 



Ti at ^=1 7^ at 



\ 
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el, par consequent. 






to desiffnanl une nouvelle conslante arbitraire. 

En (letinitive, la recherche des surfaces transformees se ramene au 



ralcul (le I'inlegrale 

9 



J, T» 



et nous nous proposons d'eflectuer ce calcul, dans les divers cas eludies 
precedemment, en commcnQant par ceux oil la determination de notre 
integrate est la plus simple. 

31. L*etude de I'equation (5o) nous a conduit a poser 



T=:(l-h^)^ 



Ici, Ton trouve 



«0 '9 



(14-0 frf/ = -ii-[(n-o''> -(i-H^o) V- ], 

II 2 



et la fonclion G correspondante est 



(^=:A(i4-0 ^ -f•B(l^-0^ 



A, B designant deux constantes arbitraires. 

Cette conclusion tombe en det'aul, au cas oil |jl = 2. Mais alors on a 



. = A^,jr^,=A(,o,i±l)^ 



1-4- /. 



Nous avons egaleroent rencontre, a propos de I'equation (5i), la fonc- 
tion T = \'l; nous en deduisons 

G = Av^r ^=Av/ilogf- 

Ann. de I'Kc, Normale. 3* Seric. Tome IV. S.9 
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Plus generalcment, a propos de Tequation (53), nous.avons Irouve 



ou 



•0 'd 



et 
32. Pour etudier Tequalion (53) 

nous avons fait 
Nous en deduisons 

du 



V)i- Av'H- uV- i - 






Pour les valeurs ineonimensurables dc a, lintegrale qui figure cinns 
cetle equation ne pent pas s'exprimor en termes finis : nous nous pro- 
posons : i** de monlrer qu'il est possible de rexprimer en termes finis, 
rhaque fois que [jl est commensurable; ^''en dehors decettebypothese, 
de la developperen serie convergente, dans divers cas oil ce devcloppe- 
nient est possible. 

i*^ Si [JL = H- - (/>, q etant deux entiers premiers entre eux ), nous 

|)()serons // = 0^, et nous obtiendrons 



r%ll I •» 



O'l'^dO 






_ P 



Si UL = — -> nous ecrirons I'integrale proposee sous la forme 




I -f- u'f 



el nous poserons encore u = 0^. Nous irouverons, pour Tintegrale pro- 



i 



t 

I 



^Sf'-^^-'dO 
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posee, Texpression 

Dans les deux cas, nous sommes amenes a calculer Tintegrale (l*unc 
(lifrercnlielle rationnelle. 

2^ Si le nombre [x n'est pas commensurable, nous supposerons 
(i'abord qu'il est posilif» et nous ecrirons I'identite 



11 » 
OU 

r" du tiV-^^ M2114-I ,^l|14.i /»" ,^/l|X 

Si I'on suppose le module de u inferieur a Tunite, la serio 

II H 



est convergenlc, el Tintegrale 



X 



du 



'-^''^ 



tend vers zero, quand n est de plus en plus grand. Done la serie pre- 
cedenle definit une fonction de m, egale a Tinlegrale proposee. 

Si Tun attribue a u une valeur dont le module est egal a i , on obtient 
une serie dont les termes ont des modules qui vont en decroissant, 
mais forment une serie divergenle; en effel, si (x est inferieur a i, les 
lermes de la serie 



IH h 



fJL-hl Q]Jt 4- I 3/JLH- 1 

sont respectivement plus grands que les termes de la serie batmo- 
nique. Si, au conlraire, (jl est superieur a i, on constate que na h- i 
est inferieur, quel que soit n, a (n -+- i)ji.; de la Tinegalite 



> 



w|jL-Hi (n-hi)ix 
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Done U soinme des modules desp premiers termes est plus grande que 

/ I /i I I I 

ce qui demontre la proposition. 

De la divergence de la serie precedente, on ne peut rien conclure, eu 
egard a ceire circonstance, que ses termes lendenl vers zero, quand 
leur rang est de plus en plus eleve. Toutefois, il est facile de voir que 
I'inlegrale proposee devient infinie, quand u lend vers Tune des racincs 
de Tequalion w*^ -h i = o. En effet, soit w© cetle racine, el soil 

I -h m{*=:z — - — . 

On Irouve 



h i-i-"'^'" ^ / .. 



et Ton reconnait sans difficulte que cetle derniere integrale est iDfinie. 

Le developpement precedent permet de caleuler Tintegrale proposee, 
enlre deux limites u^ et u.^^ dont le module est inferieur a 1 . 11 suffit de 
remarquer que Tintegrale, prise le long du conlour Ou^u^O est nulle, 
et que, par consequent, Tintegrale, prise dans les limites considerees, 
est egale a la difference des valeurs de Tintegrale, prise enlre O et Wj 
d'une pari, et m, d'aulre pari. 

Nous pouYons aussi developper Tintegrale proposee en serie conver- 
gente pour les valeurs de u dont le module est superieur a Tunile, 

pourvu qu'on ait en meme temps |i.>i. En effet, posons u=~, 

Uq designant Tune quelconque des racines de I'equalion i -hw»*=o, 
nous trouvons — ^ 

f" du r'tV'-'dt 



Mai 



s 



t\^ 






I-H^H- ••• ' ^ '^ ,4.^|A' 



done 



r'iv--^dt_ /y--^ r-v-i ^3{i.-i ^ r^i"v--*dt 
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D'ailleurs, le dernier terme du second membre tend vers zero avec -> 
et rinlegrale proposee esl egale a la somme de la serie convergente 






1 (- •)"• i 



« = ! 



Ceci permet, commei^recedemment, de calculer la valeur de I'integrale 
prise enlre deux limites dont les modules sont superieurs a i . 
Enfin, si (jl esl negatifet egal a — v, on a 



r" du _ r'ti-'du 

D'ailleurs 






done 

r " tc* du tt^-^» M*^-^* M»^^» , /• " M«v di 

/ 1-hM' v-hi 2V4-I 3v-hi '^ ^ / 14-// 



du 

V 



/* /iv / 

Or, pour les valeurs de u dont le module est inferieur a i, t - — — 
' Jo '-^-"' 



tend vers zero avec -• Done 

n 



*" iC*du 



J( iC* du ^KTS i^ny^l 



/I-^l 



33. A propos des surfaces tetraedrales proprement dites, nous avons 
pose 

ct nous Irouvons 



' -' dt 









L'inlegrale qui enlre dans celte equation pent se Iransformer connne 
il suit : si k> est une variable, dependant de t par la relation 



I 4- ^1*4- i'^= O, 
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rinlegrale est egale a / -j> el, par consequent, si (jl = ±- ou si 

[jL = =b - (/> (lesignant au nombre entier), on pent la ramener au calcul 
d'une integrate a difTerentielle rationnelle (voirn^ 21). De meme, on 
pent la calculer a Taide d'integrales elliptiques, si |jl = ifc -• 

Nous signalerons encore un cas oil le calcul de cette integrale se 
ramene au calcul d*integrales elliptiques; c'est celui oil (jl = ±: —^ 

En effet, si ui = H — j-^ — , on trouve 

" 2 A -H I 



dt r dt 

0) = 




1^ / (,4-.^)Vi 



cl, si Ton pose i = 0^*^*, 




di , , r^ e^^de 

-— (aAr-hi)/ — = 



IV')^- 



= (2k 




d9 



r.)'v/^ 



Posons encore 



0=1 —5! 



nous trouverons 



de dz .12 ^, I 4 

9 zyi — s' 6 z 6* z* 



et 



2 k 



2A' H-i 
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<les tors il n'y a plus^ dc difficulte a decomposer celte integrate en line 
somme d'integrales elliptiques de premiere et de troisieme espece, de 

module -p- 

V/2 

Si fx = -7^^^> on trouve 






et,.si Tun pose 

I'inlegrale proposee devient 

,0 



(^^•-^o^^^(i + ^^^)Vi + ^>*5^-('>»Aw-o^ ()'"^^)V^'^ i 







puis, par la substitution = - — ^^^1 — - 



2 A- -hi r^ /^ — '.iz^Y^'^ (iz 



2 



n^-) 



y/(,__-t)(,_l-M 



el Ton irouve encore une somme d'integrales elliptiques, de premiere 
et de troisieme espece, et de module —^' 

Enfin il sera possible d'eflecluer Tintegration par les series, chaquc 
fois que [a sera positif. En effet, donnons d^abord a / une valeur dont le 
module soit inferieur a i. 

Nous savons que 



Z^-li_^^i^^ / ^^^.!^Z 



2 / 2 

1 , -( - 4- 1 

fX 1.2 1 . 2 . J 
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£ etant une fonction de /, qui tend vers zero avec — Done 



r 



3 /2 



(i-htv-) ^cit = t h 



) 



IX IX -hi 1.2 2fZ-f- 

2 /2 



1 . 2 . O . . . /I J 



On voitimmedialementquela serie ainsi definieesteonvergente; on 
voit aussi que le dernier lerme du second membre tend vers zero avec 

-; car, si Ton designe parR la plus grande valeur que prenne le mo- 
dule de 1 + £ quand / varie depuis zero jusqu*a la limite de Tinlegra- 
tion, le terme considere a un module plus petit que celui de 



W 



(i+.)(i^,)...(^^„_,) 



2 /a 



1 . 2 . 3 ... /I /I |JL H- I 

el cetle expression est le terme general d'une serie convergenle. Done 
on pent regarder Tintegrale proposee comme une fonction de /, egale 
a la somme de la serie 



2 /2 



_,_+,)(a^.3). ..(! + «_,) ^„^^. 



V(_,)«^^Aif: 



/I - 



J . 2 . 3 . . . /i nix-\- I 



Parmi les valeurs de t dont le module est i, il en est qui permettent 
de ramener le calcul de Tintegrale proposee a celui d'une integrate 
eulerienne de premiere espece, ou de deux integrates de seconde 
espece; ce sont les racines de Tequation /**-f- 1 = o. Posons, en efTet, 

et suit Iq Tune des racines de Tequaiion ci-dessus; nous trouvons 
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Mais 



lUi-^,^\=z 



■^>%~M^<'-i)mr^'- 



(-i) 



Done on Irouve, pour Tinlegrale proposee, 



sin- 



-"l-^r(,.-i)[r(i)]- 



Dans le cas oil le module de / est superieur a i, on ramene, comme 
il suit, le caleul de Tinlegrale au calcul precedemment efleclue. Soil 

t=j(tQ designant encore une racine de Tequalion i -+- 1^= o); on 

trouve 






* UdO 



'0 



£ 

^i^):^ 



Done, si Ton adople conome lin)iles de Tintegration deux valeurs de 
dont les modules sont compris enlre -^ i el -i- oo, on sera conduit a 
multiplier par /© la difference de deux des valeurs de I'inlegrale que 
nous venons de developper en serie convergente. Supposons, en parti- 
culier, que [jl soit commensurable : la transformation faite au n" 19 
montre qu'en cbaque point du plan Tintegrale proposee a autant de 
valeurs distinctesqu'ily a d'unitesau numerateur de la fraction [x, mais 
que deux d*cntre elles different uniquement par un facteur egal a Tune 
des racines de Tequalion i -4- ^'^ = o; la meme conclusion subsistedans 
le cas actuel. Si (x est incommensurable, le nombre des valeurs dis- 
tinctes de I integrale, en cbaque point du plan, est infini; deux quel- 

conques d*enlre elles ont un rapport egal a cos — "- 4- y-— i sin y h 

designant un nombre entier positif ou negatif. 

34. Nous terminerons cette Partie de notre travail en signalant un 
cas oil la surface detinie par une equation algebrique de la forme 

/,(L,M)=:/,(N,P) 
Ann, de VEc. Norm, 3- Scrio. Tome IV. S. lO 
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a des lignes asymptotiques algebriques donl la connaissance permet dc 
connaitrcaussileslignesasympiotiquesd'une autre surface, donlTequa- 
tion est transcendanle. Supposons, en adoptanl les memes notations 
que precedemment, qu'il y ait, entreT el /, une relation resultant de 
Felimination d*un parametre entre les deux equations 



(58) 




ft, -t- C) , flf, 6' + 2 61 6 -t- c, 

j36-i-y ' '~ a9» -1- 2 13^ -h •/ 


Posons, pour abreger, 


flr,5'4-2 6,(/ +-C,.-. G, atO'+2biO-hc, H, aS'+a^f)-)--/ 


et soient 


2(<i,5-f-6,) — G', 2(a,(?+6,) — H', 2{»6-\-P) — K', 


ae7,-G', 2a,~H', 2xr^K'. 


Nous trouverons 


dJ^dt KG'-GK' 

de • (to kh'-hk' 


(KH' IIK')(KG' GK') (KG- GK')(KH' HK') .^ 

(KH' HK')' *" 


. 


(; H K 






G' U' K' 


K' 




G' H' K' 


» ' 




(KH' UK) 



= K, 



puis 



v/t ''^ ^- 




Or 



v/(KH'-HK')G 



<; 


II 


K 


G' 


H' 


K' 


G' 


II' 


K' 



/ 



a /J* -^2 hi ^ 4- r, (It 0* -i- 2 h* S -h r, 
^1 ^5r, a 



a, rt, a 
^1 Ci y 
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D*ailleurs, Texpression 

(KH -HK')G 

est, pap rapport a 0, une fonction enliere du quatrieme degre. Si on 
Tecrit sous la forme 

on en eonclut que la differenlielle i/Tp ^^ ^^^ ^^ '^ forme 



Si maintenanl on suppose qu'il y ait, entre (J et u, une relation pro- 
venanl de reliminalion du parametre a entre les equations 

iJ = A >j , U^=L K r ja J 

a(T*-H 2p(T -h y a(T'-h2p(7-f-y 

on trouve, pour Tequalion des lignes asymplotiques, 

dO ±d(j 



y/A-HBd-hC©*-4-D0'-t-E6* v^A"4-"B a -h C <7» H^ D a^ -f- Ea* 
et Ton sail que Tintegrale de cette equation est 

a designant une constante arbitraire. 

On se rend compte, comme il suit, du mode de generation de cette 

surface; des equations (58) resulte, entre T et /, une relation de la 

forme 

aT»4-2bT/-hc^«-+-2d/-h2eT-hf = o, 

et, puisque t = j-f on en deduit 

(aT*-H2e^4-f)L»-f-2(bT4-d)LM-hcM«==o. 

D'autre part, TL = UN ; on en deduit aussi 

aU«N*-+- aeUNL 4- fL»4- 2bUNM 4- 2dLM -+- cM»= o 
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ou bien 

aU2N*-f-2(eNL-HbNM)U-hfL«-+-2(lLM -hcM»: o. 

ou enfin 

(aUN H- eL H- bM)*-h a(fL«-f- 2(1 LM h- cM«) - (eL -h bM)» = o. 

Celte equation est celle d'un cone du second ordre, qui touehe les 
deux plans fixes representes parPequation 

(59) a(fL«-+-2dLM4-cM*)-(eL-hbM)*=:o. 

Le sommet de ce cone est le point d*intersection des trois plans fixes 
L = o, M = o, N = o. Sur ce cone et sur la surface cherchee est si- 
tuee une conique, dont le plan a pour equation P = aN. Ce plan passe 
par une droite fixie, P = o, N = o; celle-ci coupe la surface du cone en 
deux points fixes, situes dans les deux plans definis par Tequation 

fL»^2(lLM4-cM'*=:o. 

Done la surface consideree est decrite par une conique passant par 
deux points fixes, et tangente a deux plans fixes : pour definir entie- 
rement le mouvement de cetle conique, il suftit de connaitre le lieu des 
points oil elle touehe Tun de ces plans. Or les points de contact de cette 
conique avec les deux plans representes par Tequation (Sg) se trouvent 
dans deux plans qui ont pour equations. Tun 

a UN H- eL 4- bM = 0, 
Taulre 

Entre U et u il existe une relation du second degre 

9(U, m) = o, 

et Teliniination de U, u, entre ces trois derniferes equations, conduira 
necessairement a re(|uation d'un cone du second degre, sur lequel se 
trouvera le lieu cherclie. Done enfin la surface dont il s'agit est 
engendree par le mouvement d*une conique qui se deplace en passant 
par deux points tixes et touchant deux plans fixes, chacun, en un point 
situe sur une conique, fixe dans ce plan. Ces deux coniques sont en 
perspective par rapport a Tun des points doubles de I'involution defmie 
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par les deux points fixes A, B, qui apparlienuent aux deux coniques 
generatrices, et les deux points oil la droile AB rencontre les deux 
plans fixes. 

La reciprocite des droites L = o, M~oetN = o, P = o montre que 
la surface n quatre plans tangents singuliers; sur chacun d'eux le con- 
tact a lieu suivant une conique : les deux points A, B, et les deux 
points A| , B, qui leur correspondent sur la droite L = o, M = o, sont 
des points coniques de la surface; en chacun d'eux, le cone des tan- 
gentes est du second degre. 

35. L'equation 

S/¥(0) ± 0? (7) = (0 — a) v/a-HD(0-+-<7)-hE(0-H(7)* 

conviendra egalement aux lignes asymplotiques de la surface definie 
par les equations 

avec les conditions 

_ G r'KIT-GH; G, r K,H;-G,H 



G = 



oil Ton a conserve les memes notations que precedemment, et oil Ton 
a fait, en outre, 

Ar(ai0''4- a^jcr 4-c,) = Gi, 

acr»-+- 2(3(7 -i-y = K,. 

Si Ton pose 

et si Ton decompose en une somme de fractions simples la fraction 
rationnelle ecrite sous le signe /, on voit que cette somme de fractions 
simples est de la forme 

(^ 

dune 



I 



(0 


-&.)> 


' (0- 


-e,r ' 


^\ 


\0-0, 


(KH - 


-HK') 
G' 


dd __ 


-I. 

0-0, 


— 





0. " V — ., V — V, 9-0, 
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(C designanl une constanle, qui depend de Oo), et 









-t-C . 



En designant par A,, B| deux nouvelles constantes arbilraires, on 
peut eerire celte equation comme il suit 

D*ailleurs, la recherche des coei'ficients x. ^•>, c donne lieu aux equa- 
tion's suivanles : 

2 (a, p — Oi a) =r -V -{- \U> -\-Z(Oi-\- 5,), 

2(a,y — C| a) = — 2a.0j— 2ilJ)^,-h c:(0J— 9\), 

2(6,y-6',(3)=z.l,(?5-M)l>0;-C9,5,(0,-(?,); 

et la fonction c est definie par I'equation 



A,GK hB,(; 



log 



6 — 9, 



e-9, 0-0, ""9-9, 

ai(3 — 6,a i i Oi-h 9, 

a,y — Cja —2^8 — 2(5i 0\—9\ 

b,y-c,? 0\ 0\ -,0,0,(0,-9,) 

la fonction t) par une equation analogue 

i I I 0" — 0"l 



= 0, 



V/ Jim-i -T" JL»J VJ| 


0" — 0"i 


(J — (7, 


0^ — ffl 


a,P — ^, a 


I 


I 


C7, + 0-, 


a,y CiCc 


— 2(7j 


— 2 0", 


crj-dj 


^1/ <^i(3 


»5 


^? 


— (7lC7,(<7l— (7,) 



= 0. 
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Mdmoire de M, Brillouin : 
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Page 9/26, ligne 2, effacez est particuliere et remplacez par appartient. 

Mdme page, ligne i, a la suite de ello n'cst pas g^n^rale. ajoutez : EUe disparait si I 
existe enlro les six composantcs do la forco 61astique en un point une ou plusieurs 
relations caract6ristiques du milieu ind^pendantos de tout ce qui d^finit la deformation. 

Me'nwire de M. Jamet : 

Page S.6, ligne 7, «« lieu de ini6gTBlo h difTerentielle rationnellCi lUez somme d*int6gralcs 
olliptiques. 

Page S.48, ligne 16, du lieu de I,oLi{biji- ctq) = o, Usez 2 a/ Ljx~ * (^/ -^ ctq) = o. 

Page S.5i, ligne 8, €iu lieu cfe UC3 dp^ Usez \}c^dp. 
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